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第一章量子力学的基本概念 

§1. 测不准原理 

每当我们试用经典力学和屯动力学阚释原子现象时，总会栉 
出与实验有明显矛盾的结论.最明显的例子，是把通常的电动力 
学用于电子绕原子梭作经典轨道运动的原子模型.当电子作这种 
运动的时候，它和带电粒了-的任何加速运动一样,会不断地辐射电 
磁波.由于这种辐射，电子便会丧失能置，这将使它终干落入原子 
核中.故按经典电动力学看来，原子将是不稳定的，但这与亨实完 
佥不符. 

理论与实验之间如此深刻的矛盾，表明要建立一种适用千原 
子现象〔即质量极小的一些粒子在极短间距内所发生的現象)的理 
论，需要根木改变基本的物理槪念和定律. 

为方便计，我们拿实验上观察到的电子衍射现象①，作为_ 
明这种裉本改变的出发点.当一均勻电子注穿过一块晶体时，发 
现出射波呈示一种强弱交替的图样，完全类似于电磁波衍射中所 
观察到的衍射图样，由此可见，在一定的条件下，质点(此例中为电 
子> 的行为中会表现出属于波动过程的特征. 

这种现象与习常的运动观念之间的矛盾，究竟尖锐到什么地 
步，最好用以下的假想实验说明，它是晶体的电子衍射实验的一种 
抽象化.设想有一块电子不能穿透的屏板，板上开有两道狭缝 .it 

①电子衍射现象实除上 是在置 子力学建立以后才发现的.但在我们的论述中, 
我们不去枸浞十理论的旭史发屁顒序，而是尽鱼采用这样的讲法，使得量了力孕的某 
本原理与实验现象之间的砹系衣达 得最为 诘楚. 



电子注①通过 宂中 的一个狹缝，(遮 往另一个狹 缝),则在狹缝后放 
置的连续幕上可以得到某-强度分布阁 样; 应用冏样的方法，遮闭 
第一个狹缝并掲开第二个狭缝，可得另一个图样.现在让电1注同 
时通过这两个狭缝,我们根据通常的经典观念,一定会设想所得的 
图样不过是原先两个图样的简根 叠合： 因为每一个电子都沿 fl 己 
的轨道运动，只通过狹缝之一，而不会影响正在通过另一个狭缝的 
电子.可是，电子衍射现象表明，由子干涉作用，我 n 所得的衍射 
图样实际上并不等于每一个单狭缝所分别给出的那两个衍射图样 
之和.十分明显，这个结果无祛与电子的轨道运动观念相协调. 

因此，统辖原子现象的力学 一 量子力学或波动力学—— 必 
须建立在与经典力学根本不同的运动观念的基础上，最子力苧中 
并不存在粒子轨道之类的槪念.这就构成了 1927年 mV . 海森伯 
所发现的量子力学基本原理之…所谓测不 准原理 的主要内容. 

从抛弃经典力学的习常观念这一角度讲来，测不准原理的内 
容也许可以说是消极的.诚然，这个原理的本身，还不足以作为 
建立新的粒子力学的基础.这样一种新的理论，自应建立在若千 
积极论断的基础上，这将在以后 （§2) 讨论.但是.为了能够表述 
这些论断起见，我们有必要首先弄清量子力学所面临的问题的提 
法.为此， 我们先 来考察一下量子力学和经典力学内在关系间的 
特殊性质.凡是一个更为普遍的理论，往往可用完整的逻辑形式 
表述出来，并且独立于那些作为它的极限情形的较窄理论.例如 
相对论力学可以建立在自己的基本原理的基础上，无需参考牛顿 
力学.可是，当我们表述量子力学的 基本槪 念时，原则上却不能不 


①假定位子注是如此稀疏， 以致粒 子间的相互作用可以略去不 I 十. 

© 值得指出，; a 子力 学的完 t 数学 表述，是在澜不准原理发 现之前.由 w. 海 
森伯和 E . 薛定 if 在 1的5—192 6年间建立起朿的，測不准庖理体现了达一数 予表述 
的物理 内容. 



用到经與力学.一个电子①没有确定的轨道，这一事实本身意味 
着这个电子也不会有其它甚么动力学标志 ©. 于是就很清楚，对 
干一个只包含量子客体的系统讲来，势必完全不可能建立起仟何 
逻辑上独立的力学.对电子运动作出定量描述的可能性，要求 M 
时存在一些物理客体，这些物理客体在足够精确的范围内服从经 
典力学.如果一个电子和这样的"经典客体”相作用，后者的状态 
j 般讲來会荀所变更.这一变更的性质及大小依赖于电子的状 
态，从而就可以用来定置描述电子的状态. 

因而，“经典咨体”通常称为仅器，它和电子的作用就称为测 
貴.但是有必要强调指出，我们在这里根本没符讨论物理观测 Vf 
所参与的 11 测： ft ” 过程.量子力学中所谓的测量，我们总是把它理 
解为与任何观测者无关的发生于经典客体和量子客体之间的仟一 
相 Zi ： 作用过程.测量槪念在量子力学中的重要性是由 N . 坡尔所 
阐明的. 

a 们已把 “仪器 "定义为在足够精确范围内服从经典力学的一 
个物理客体.例如一个质最足够大的物体.佴不能因此认为仪器 
必然是宏观的 （ 在一定条件下，微观客体也能起部分仪器的作用， 
因为 w 具有足够的精确度”这一概念取决于所设的具体问题，例如 
威耳孙云室中的电子运动，可招它所遗留的云迹观察之，这种云迹 
的粗细远大于原子尺度；当闬这样低的精确度确定轨道时，电子完 
全是一个经典客体. 

由此可见，量子力学在物理理论中占有一个很不平常的池位; 


① 为简■更计，在本节及以后备节中，凡是讲到‘ 一个电子”的地力，瓦以一般地浬 
解为一个具有贷子特性的讧 M 客体，即指不服从经典力学而服从虽子力7的粒子戍 P 
子系统. 

② 我们所指的足标志电子运动的那些 a , ,( I 〗不是指 w !粒 了-本 身的电苟 . 质 ft 



它把经典力学作为一补极限愦形而包含之 f 但在它的自身忐述中， 
冏时又 需要这一极限情形. 

现在可以来丧述一下量 T 力学问题的提法，一种典型的问题 
是：用前次测景的已知结果，去预断 F —次的测量结果.除此以外， 
我们以后将看到，最子力学巾的各种物理觉(例如能量）所能采取 
的数值，即作为该量的测 I 结果所能得到的数值,它们的值域和经 
典力学相比一般讲來是受限制的.量子力学方法必须告诉我们怎 
样来确定它们的各种允许值. 

量子力学中的测量过程具有一种十分重要的恃性：它总是要 
影响到被测的电子，羿且在给定的测 M 精确度范围内,原! 《] 上不可 
能使这种影响变得任盘小.测 M 得愈精确，它所给予的影响就愈大, 
只有在精确度极低的测贵中，被测客体所受的影响才能很小.测景 
的这种性质，逻辑上是由子电子的动力学标志仅仅作为测量本身 
的结果1能占现出来；十分明 W 如见测量过程对客体的影响可以 
任意地小，这就意味勒被测之 M 本身具有一个和测量无关的定沆. 

在各种测 I 中，电子的％ 榀测 是员.有基本的意义.在量子力 
学的适用限度内，对一个电子所施行的坐标测盘①总是可以达到 
需要的任何稽确度. 

现在假定对一个电子的坐标相继测量了许多次，毎次相隔的 
时间固定为 At 这些测 i 结果，一般讲来，并不位于一条光滑的 
幽线 J :. 而是相反，测 M 得愈精确，这些结鬼会变化得愈不连续愈 
不规则； 圯好 和电子不存在轨道的槪念相一致.只冇在极为 m 略 
地测景乜+坐标的情形下，例如 t 在威耳孙云室中根据蒸气凝成的 
液淌确定电孓坐标的情形下，才会得到一条相当光滑的轨道. 

现在 Ui 测赀的精确度保持不变，我们把测鼍之间的时间间隔 

①我扪再强 W -遍 1 所 旧“施行 测这” 是擀一个电子和一个经典 “仪器 "的相互作 
Jii . 迂鉍 乜以也 m 设外界观 测荇的 存在. 



〜加以 缩短，那末，相邻的测然铳会给出坐标的 ！;:祁位. 一 
系列相继测是之后所得的结果，虽然都会落到某一很小的空间范 
m 内，可是它们将在这个区域内亳无规则地分布荇，并不位于任一 
汜滑曲 线上.特别是 Af 趋句子零时，相继测蚩的 结见亳 不趋于 M 
-直线上. 

这种情况表明，量子力予屮汴不存 m 经典盘义下的粒了迚变 
概念，经典的粒子速度.就足指阀个时刻的伞柘之萆除以这两个时 
刻的 吋间间 隔 Af 后 当以趋 向于孓时所得的极限.不过，以珩我 
n 会看到，]子力学中可以迮立一个合理的定义，用来表示试一给 
定时刻的粒子速度，并见当最了力学转向经典力学时，这个速度也 
随之转为经典的速度.可足，在经典力7中， 一 个粒子在任一给定 
时刻可以 h 时凡冇确定的坐标和 确定的 速度，而托景孓力学屮.情 
况則完全不同.如果 测贵结 果发现电 •子凡冇确 定的皂那未’它 
就不可能 m 吋具有任何确定的速度.反之，其杩确定速度的电子, 
就不可能具有硗定的空间位置.事实上，坐标和速度的同时俘在 
就盘味着一彔确定轨道的存在，这正是 电了所 没存的.由此可见. 
在量子力孕屮，一个屯了-的坐标和速度两个不能冏时确切测景 
的量，也就适两个不能同时具有定值的量，我们也可 以说， 电了的 
坐棕和速度迠两个无法同时存在的设.以耵我们还耍异出一个定 
量的关系式，用来判断米如和速度 M 时逬行非情确测毆的可能性. 

经典力学对一个物理系统的状态进行完仑描述时，可以采周 
该系统在某一给定时刻的所 有士 棕沿和所有速度值；有了这些初 
莳后，通过运动方积，就能完全确定该系统在今后所有时刻的行 
为.这样的描述，在靖 f 力学中江原则上则是不可能的，因为坐标 
及其相应的速度位不可能同时存在.所以量子系统的狀志描述所 
m 的贵耍比玆典力学来丹少，也就是不及锌典描述邵样详尽， 

由此引出的一个重耍 结沦， 矩关于量子力学中所作^预断 fj 



件:质问题.经典描述足以完今楛确地预断一个力学系统的朱来运 
动，可足 RT ■力学中详尽忭较基的描述显然不足以做到这一步.这 
就是说，个电子即使处下被 M 子力学 描述 得尽可能完务的状态 
中，它仵今后吋刻的行为原则 t 仍然是不肯定的 . 从而量孑力学 
对电子的未来行为不可能作出完全 ff 定的预断.对一个给定的电 
子 初态而言，下一次的测贷铳冇可能得出各种结果.最子力学的 
问题仅在干确定该次测景中测得各种可能结果的几率.当然在某 
种情况下，站一特定测景纺果的几韦也有可能等于一;对这样的测 
量讲来，所测结果是唯一的 f 亦即是肯定的. 

量子力学中所有的测量过程可以分成两类.其中有一类居名 
数，这类测贵不管系统处干什么状态，都不能测得哦一的 n 定结 
果.另外一类测皂，它的每一种可能结果都能从某种相应状态中 
货定地测得.后一类测贷在廣子力学中占有重要的地位，称为可 
以预断的测景.由这种测显所确定的状态、它的定 昃标志 称为贵 
子力学中的物理量.如果在某一态中，其种测骨总是给出唯一的 
背定结果，我们就说该态中相应的物理量具有定値.今后我们对 
“物理鼍”一词，总是理解为此处所指的含义. 

今后我们一再会看到，贵子力学中远非任竞一绗物理量都能 
同时测量，即都能冏时具有定悄.我们早已讲过一个例就是一 
个电子的屯标和速度.在量子力学中起荇巨大作用的是具有下述 
性质的- ▲ 组物 理量： 这组量能够同时测量.并 a 当它们冏时具有定 
值的时候.再也没有別的物理置（只要不是这一组景的函数)能在 
该态中再具存定悄.我们把这样的一组物理量称为一个完全 集合. 

电子状态的任何描述全都来自某种测景结果.现在来讲-下 
哥子力少中对一个状态进 行完全描述的 含义.完全描述的态是由 
物理量的某一完全集作同 时测 量的结規所产 生的. 稂椐这#的测 
迓结果,我们鱿能确定下一次任何测显中各种所辱结果的几率，并 



与首次测量(完佥测唛）之前的电子历史无 

今后 （H4 除外)我们总是把一个量子系统的状态理解成为这 
种完全描述的态. 


I 2.簦加原理 

M 子力学中的运动概念筘经典力学相比较宿了根本性的改 
变， 当然，这就要求理论的数学丧述作出同样的根本改变.对此, 
我们必祯 tt 先考虑量子力9屮态的描述方法. 

mVf \] q 表示量子系统的-••个 坐标纟 fl. Hi dq 去巧这组坐梂的 
微分乘积. 心通 常称为垓系统位形空间中的 -* 个体积元；对一个 
粒 T 来讲,幻等 N 于普通空间中的一个休积元 dr. 

景子力学的数学表述基于这样的 - 个 命题： 在某一給定时刻， 
一个系统的状态可以用一个确定的也标函数(通常为复函 
数)描述之. 这个函数的模量平方 确定了坐标依 的几率分布： 4系 
统进行坐标 测量时 ； 测 M 所得诸値处 T 位形空间的郝体枳元内的 
几率等于丨 F! 2 匈. F 函数称为该系统的波函数①. 

知道波函数后，我们述能在原则上兑出任何其它测 M (不一定 
是坐标测置）结果的几率.所冇这些几率都可由 V 和的双线 
性表式所确定.这种表式的最一般形式为 

q ! )dqdq\ ( 2 . 1 ) 

典中的 < Hq '< n 函数依赖于测景的结; R ： 及性质 f 积分则延及整个 
位形空间.坐标值的几率式本身， 也 是厲千这种类型的一 
个表式 


①波凼敛是 ft 薛定哼干 LG 26 年首先引入量子力学的. 

表后面§5中定义的德耳塔函数 i W 为一组坐我们欲水技儿皁. 



，•般讲來，系统的状态及非波函数佘随时间变化,东这种盘 
义下，波函数也邛以看成是时间的函数.如果某一起始时刻的波 
函数足已知的，那么 f 根据状态的完全描述这一概念本身所具的含 
义， / I -: 原则上可确定此后每一时刻的波函数.波函数对时问的典 
体依赖关系.将由以后导出的方程式确定之. 

根据定义.一个系统的各种可能坐标値的几率总和必须等+ 
一 .故： V 1 2 对整个位形空间的枳分结果必须等于一： 

|j \Hq=\. (2.2) 

这个等式称为波函数的归一化 条件. 如果 I 的积分足收敛的， 
那么，只要适当选择函数妒中的常系數，总能使…得到归一化 . 但 
足，我们往以后还公碰到的积分为发散的波函数，以致『无 
法条件 (2. 2) 加以阳一化. 3然：这种情 形下的 IV ! 2 并不代表 
绝标的绝对几率值，但是，在位形 空间中 两个不同点处的丨 V P 的 
比他，则给出这两处噔鉍衍的扪对儿率. 

凡州波函数算出并 Ji 具贫直接物理意义的各种軋都呈 （2. 1 ) 
式的形式，式中的护总是跟 V "乘在一起，由子这一点，归一化的 
波函数显然可以包含一个具有 (« 为任一实数）形式的不确定 
的常周袒因子，这个因 : f 的模量等千一.这秤不确定性原则上是 
无法消除的；但必无芜紧耍， 因为它 并不影响任何物理结果 （ 

疑子力学的积极内盗足建立在有关波函数性质的一系列假定 
的基础之上的.这些假定 如下： 

设茌波函数为 (?) 的态中进行某种测請可以获得可靠的背 
定结鬼(称为結果 _1 ) ,而在 A ⑷的态中进行这种测量也可以获 
得可鸪的 〶定结 果 2. 那么圩以假定，在 L 和 h 的任一线性 m 
合所给出的态中，即在任一具有 c . W , - i - c ^ W 2 函數形武（其中 q 和 
~为常数）的态中，进行该种测量所得的结果或者是1,或者是 2. 


此外，还可进…步假定，只要以上两个态的时间依赖关系是已知 
的，也就足一个由函数 i ) 给出，另-个由函数 i ) 给 
出，那末，它们的任一线性组合也给出了这个组合态 的可能 的时间 
依赖关系.以上这咚脰定，构成 rw 子力学的一个 t 要原理，称力 
扶态銨加原理.从这个原理可以立刻知道，波 函数所 满足的一切 
方程必须对 V 保持线性. 

现在让我们考虑一个系统,它由两个子系统所组成，并且假定 
这个系统处千这样的状态，它的每一个子系统都是完全描述的 A 
那末我们可以断言，第一个子系统的1坐陆儿率和第二个子系统 
的？ 2 啤标几率彼此无关，从而整个系统的儿率分布必然 等于这 两 
个子系统的几韦分布的乘积.这就是说，该系统的波函数 
h ) 可以忐为这两个子系统波函数 Ad ) 和仏(仍)的 乘积： 

^12 (?I, Q2) = 平、 (?i)^2(9 2 ), (2-3) 

如杲这两个子系统没有相互作用，那么，整个系统及其部分之间的 
上述波函数关系式在今后各时刻仍将保持不变，即可写成 

^12(?1, ?2, 0 -^i(gh t)W^(q z , ()- (2. 4) 

§3.算 符 

现在来考虑某-标志系统状态的物理量/，严格讲来.我 
们下而所讨论的 置不足 一个，而逛同时有一组完全集合. m 由于 
对问题的讨论设有多太差别，为简呢 h 下面只讲一个物理量. 

在量孑力学屮，一个给站物理 M 所能取的诸数値称为它的本 
征值,这呰数值的集合则称为该逯的值谱.在经典力学屮，-般讲 
来，物理: M ; 凡有连续值. 姑子力 学中也冇一挂物理] S (例如坐捽）， 


® s 然，这盘味召整个系统的五乜适完今疝述的 . 但应强调指出相反的％况_片 
不成立：如洪赘个系统的态处克令描述的，一投诽裝，它计不货 七此确 ^ >个个 v 
的忐（尚可 MLS 14). 



它们的本征愤具有连续的拽域；这种情形下的本征值称为具有连 
续谱.可适，量子力学中除了这些量以外，还有丼它一些量，它们 
的本征侦是一组分立的数值；这种情形我们称为具有分立谱. 

为简承计，我们假定所考虑的量/具有分立谱;连续谱的情形 
将花§5中讨/的本征值用氕表示，下标 Tthl 取0，1, 2 : 3，一 
等伉.我们还州表示系统的一个状态波函数,该恣中的/ JI 冇 
确 定的九 值.这个波函数??^称为所给物理量 f 的本征函激.假 
定毎一个这样的波函数已经归 一化， 即有 


H 吻 =1. 

▲ 


(3.1) 


假定该系统 处子波 函数为V的某 •任寂 状态中，对之进行物 
理量/的测置结果可得/的某一木征 m a . 根据状态叠加原理可 
以断言,波函数 v 必然是这样一些本征函数的线性 m 合，这哗 
所对应的各个尨值都能在7志中测到，且其几率不等于零.因 
此仵一般情形下，任一态的 F 函数可表成下列级数 形式： 


(3.2) 

it 

式中对所有的《求 和，％ 是一些常系数. 

由此得出结论，任何波函数可以用任一物理最的一套本征函 
数来展幵 . 使上述展开式得 a 成立的那- 套函 数称为…个完备组 
「或封闭组). 

当系统处于波函数为 w 的态时，展并式 (3. 2) 足以确定在该 
态中找到物理量/具有任一给定/»值的几率（印测量结果为 f n m 
的几率）.正如上节所述，这些几率应由#和^^的某种双线性 
表式所确定 f 这种表式对&和 <而言因而也是双线性的.当然, 
这样的丧式还必 须足 正量.最后，当系统处+波函数 v_-=v n 的态 
中时，九値的几串必须等于一，当波函数…的展开式 (3. 2 )中不含 


&时 f / f , 值的几率必须等丁霉.能够满足上述诸条件的唯一 Tf : 景 
只能是系数〜的槙量平方.我们就得到这样的结论，展开式 (3.2) 
中毎一个系数的模量平方值 I a n 确定了波函数为 V 的态屮物现 
量/ A 有相应值 A 的几率.各种九值的几率总和必须等于 一； 换 
句话说，以 卜关系 式必须成立： 

Si ^ j 2 = l - (3. 3) 

n 

如果函数沪未经归一化， （3.3) 式也就不再成立.此时 
: SlAl 2 将由 W 和 V * 的某一双线性表式所确定，这个表式当识 

71 

n 化后 必须等于一.这样的表式只能是积分式 j 故下 

式必须 成立： 

(3. 4 ) 

n J 

另一 方面，如果我们用妒去乘 H ^ QF 的共轭复函数）的展开 
式沪 + 积分之，可得 

n 

[W^^dq - ㈣ ?， 

将此式和 (3. 4) 式比较，我们有 

Yf 7i ^ 

由此可以导出下列公 式： 

1 =卜冰 (3.5) 

这个公式确定了妒函数对本征函数组展开时的系数 
如果把 (3. 2) 式代人上戊，可得 
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m * 

由上式显然可知，本征函数组必须满足以下 彔件： 

w m w ^ dq = d n ^ (3. e > 

沒 = m nj 1 1 巾的化 m = iW 手 m 时九巾= 0. m -」■^时乘积 W m W * 
积分等子零，这一事实称为 l 函数组的正交性，因此， A 木征 
函数组构成〜套正交的归一化的完裔函数组（或简称为正一系）. 

现在来引人物理 i / 在某一给定态中的平均值？的概念.裉 
据通常的平均依定义，我们把平均値7定义力泫 莆的 所有本征依 
fn 分别乘以相应的几率值 J ^ i 2 沿相加所得的总和，即 

7=2 Al a 」 2 - ( 3 - 7 ) 

n 

我们来写出7的一个丧式，这个崁式中不含 V 的展开 系数〜 
而只含丨函数本身.鉴于 a 7) 式中出观乘积兄然 ; 欲求的 
表忒对『和^必须是双线性的.我们引入某祌数学算符.用/表 
示之①，并定义如下.令为算符 f 怍用丁函数 v 后所得的结 
果.我们定义的/，是使和共轭 m 函数 7 / /+ 相乘后的积分结 
果等乇平均值 A 

] 二 ' npndq . (3.8) 

■ 

很昆 um , I 作一般情形下是-个线性⑨积分箅符.实际上， 
应 U 〗 化的表忒 (3. 5)，畤以把 （3. 7) 式的平均值定义改写成 

a ) 我 fn 约定，扎在字母丄加一符兮“- ” 耆代表箅符. 

& -个莧符 A 冇以下性称为线 _ j ± 的： 

\ 及 ^app, 

其屮 V 々和 为忏念 函数 . a 为任•意常数. 
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和 (3. 8) 式比较，可以看出算符/作用于函数 V 的结果呈以下形 
式： 




= S 心兄， （ 3 . 9 ) 

n 

如果把 （3. 5) 式的％ 代入上式，我们就发现/是一个以下形式的 
积分 算符： 

g^WCq^dq^ ( 3 . 10 ) 

m 

其中的函数 K ( q , /)( 称为该算符的核）为 

K ( q ， q f ) ' SfJ f tWWniqh (3-11) 

n 

因此， m + 力学中的每一个物理 ii 都有一个确定的 线件 笕符 
与之相应. 

由 （3. 9) 式可知，如果函数识就是本钲函数之一（此时所 
有的％除了 一个以外都等于零)，那么，用笕符 作用 之后，就等 
干这个函数乘上它的相应本征 悄八： 

fKJK (3. 12) 

[此后凡不会发生混淆之处，常把 c / v ) 表式中的栝号略去；将该 
算符视为作 m 在它后而所跟的表式上].因此我们可以说，所给物 
理 i /的诸木征函数均为下列方程 之解： 

坪二， ， 

其中的 f 是一个常数，当上违方程具有满足所需条件的解答时，这 
个常數所能采取的诸数值即为本征值.以后将会看到，许多物理 
量的算符形状可以通 H 育.接的物理考虑确定之，上面 所讲 的箅符 
性质，使我们冇可能通过解方程而求出丼本征函数及本 
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征侪. 

一个实物理量的本征他及其在毎个态中的平均槪都是实数. 
这一点限制了它的扣应算符.令 (3* 8) 式等于它的复共轭式，可得 
以下关系： 

jw*(_pndq 二 \^(^W*)dq 7 (3. 13) 

其中的代表/的复共轭算符①.一般讲来，这个式子对任意的 
线忡算符不一定成立，因而它对算符^的形忒是一种限制.对任 
盘的算符 / 讲来 f 我们可以艰出它的 转 置算符 其定义 如下： 

0 {fW)dq - \w{}0)dq t (3. \4) 

J % 

式中的 F 和少是两个不同的函数.如果令少等于识的共轭复函 
数妒' 冉和 (3. 13) 式比较 T 我们就有 

} = }* t (3, 15) 

满足这个条件的算符称为 厄密算符®. 这样-来， 在 S 子力学的 
数学表述中，和实物理量相对应的算符就必须是厄密算符. 

我们述可以纯形式地考虑复物理量，即其本征伉为复数的物 
理 M . 假定 f 是这样一个董\则可引进其共轭复量广，它的本征 
值和/的本征值成共轭复数关系.我们用 P 代丧 r 所对应的算 
符 . / + 称为算符/的厄密共轭算符,一般讲来它不同于复共轭算 
符 P •- r 在 v 态中的平均値为 

f *=^ W * f + Wdq , 

另一方面，我们有 

①对算符 h 如果也则 S 共窥好符 h 可通过加以定义. 

SO 对 （ m ) 形式的线性积分箅符而言， k 峦条叶相5于该算符的核必浈满足 
二 K * (广 gh 
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a 

( 7 ) 




W 年 ppdq 




4 

rp 个 \ j / 

4 


* 


dq 


以丄两 式相等，得 

•■A ^i 

r =f* 

显然，尸一般讲来讣不等亍/*. 

条件 （3. 15) 现在可写成 


( 3 . 16 ) 



因此，--个实物顶骨的灯符等于它的厄密共轭筧符(厄密算符也称 


为自轭箅符）. 

对一个厄密览符讲来，厲子不同本征值的本征函数彼此正交 . 
现在乗阱一下如何直接证明这种 TH 交性.设必和久为/的两个 
不同本征沿，叭和少 m 为其相应的本征 函数： 

Im 

m —忒两边各乘访二式经过复兵轭后再在两边各乘 
然后两式相减，得 

wtKf * wt =( f n —u n 

上式两边对匈积分.甶于产：/,按 （ 3 . 14 ) 上式左边的积分等子 
零，故得 


仏 — 句=0, 


由干衍证 h 和 I 函数的正交性. 

我们在这里只阱了一个物理逛/,但在本节之初尹已说明过， 
m 一组同时可测的物理是的完全集合也可以问样讲.此时完全集 
合中的每一个量/,?,…均有其对应的算符/, 么…. 本征函粒 
圳对应于上述诸景同时具有定 m 的态，即对应于具有一组确定的 
本征值八 .+•* 的态，乜为下列方程组的共 同解： 
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§4. 算符的加法和乘法 


设/和6是两个物理量/和？的算符，其和 f + ff 有一个相应 
算符 j + 纟. 但是，显子力学中不同物理置相加的含义很大程度上 
取决于这两个总符能杏叼时测量.如果 f 和 ff 能够 N 时测墩.兑 
符 f 和6就具有共冏木征闲数，它们也就是箅符 f ^ g 的本征蚝 
数，这一算符的本征值就等千和/„ -^但和0不能同时具 
有定值时，和 /+ s 的含义就更有限了.此时我们只能说，和量在 
任一态中的平均値 等千其 各景平均值 之和： 

TTg^-f-hg^ (4.1) 

至干算符 f I :?的本征 m 和本征函数，-般阱来与/和？的有关盘 
不洱有任何关系，如果 i 和$都是内轭算符，砧然_?_；?也赴自轭 
总符，从而它的本征情.都是次数，并且等于由此定义的新 ③ f Vg 
的值. 

下列定理值得提一下.设厂和仏分别为/和 g 的最小本征 
值，而 (/ 十？)。为 /+ P 的最小本征值，则可证明 

Cf + 9)。>/。+ ff 。， (^< 2) 

式中的等号当/和？可以同时测置时成立.这个定理的证明基于 
这样一个明显的寧实，即一个 置的平 均惝总娃大于或等 T 它的最 
小本征侦. 在 f - .9 具有 (/+?)(] 值的态中，我们冇/ ^9 = (f + 
另一方面，由于？+ 我们就得到不等式 （4. 2), 

再令/和是两个可以同时测量的量.除了它们的和外，迚 
可以引进它们的乘积概念，这个乘积是这样一个量，这个量 的本籼 
値等干/和？的本征值的乘积.很易证明，这个 M 的筧符作用在 
函数上的结果 f 相当千把原先两个量的算符先后怍用于该函数上 
所得的结果.这样的算符，在数学上可表为/和 ST 两个算符的乘 
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积.实际上，设为/和3的共同本征函数，我们有 

脱二 }(0 r J = h^n = g n H\ = Qnfn^n 

(记号为代表一个算符，它作川于函数 V 上的結果，等干先把兑 
符6作用于妒上再把算符 f 作用 于函数彡妒后所得的结果 〕 .M 
样地我们也可以⑴ 算符# 代稃两米的差別仅在于因 了的次 
序.这两个算符作用千函数的结果显然是和同的.由 T 仟一 
波函数妒可表为仏函数组朐线性组合，故知和衫作用子忏一 
m 数的结果也是相同的.这一取实可以用符号等式七表示 
之，或写作 

( 4 - 3 ) 

这样的两个算符/和4称为可易龙相互对易.由 此得出 一个重 
趄结也如果/和？ 两个董 4以冋时取定值，则其 总符 彼此讨易- 

上述定埋的逆定理也能加以证明（见§ 11): 如粜算符/和4 
对易 f 那末，它们所有的本彳 li: 函数都 < 取成两者的共同本征函数； 
其物现含义是，这两个笕符所对应的物理设可以同时测货.因此 
算符的可对易性足物理 M 可以同时测 i ? T 的一个充要条件. 

算符相乘的一个特殊怙形是一个算符的幂乘.拫椐以 b 的 W 
论吋知， W 符 Pip 为整数）的本征値等千算符的本征忾的 P 次 
方.一般讲柬，我们可以把一个算符/的任意函数定义义 
一个算符，这个算符的本征值等于 M -函数其中的/是箅 
符 f 的本征值.如果函数 W /) 可展成泰勒 级数， mU ^ ill 
能展成这样的幂级数，即归结为各种幂次的士* 

特别是览符它称力/的逆算符. M . 然，把算符 i 和^ 1 先 
G 作用于任一函数上，其结果使该函数保持不变，亦即有// 1 = 

a • ， 

f- ] f ^ 

如果/扣？不能同吋测 M :， 它们的乘机既念铳不再几冇上述 
茛接意义.这一点可川下列堪实 说明： 现在的箅符命不再自轭. 
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从而不能对应于任一实物理量.事实上，根据一个算符的转置定 
义，我们可写出 

•f ♦ 初 =| • 此: 池 

这里的算符/只作 m 在 v 上而算符!？只作用在少上，所以被积函 

数不过是纟巾筘两个函数的简单乘积.再一次应用算符的转 
罝定义，我们可写成 

f 少 ff 冲 dg=\ (fWj (g^P)dg^ \<Pff¥dq. 

■ ^ ■ 

干是我们得到一个积分，和原积分相比，其中的函数^和0 

对调了位罝.换句话说，算符# 是％ 的转置算符，我们讨写 
成 

h - ff, ( 4 . 4 ) 

即乘积知的转置，等千其闲子分别转置后再以相反次序写出的乘 
积. （4. 4) 式两边 都取复 典轭，可得 

(fgy^-rr- as) 

如恥_?和4都是厄密算符， w \ Cm + - gf . 由此可见，当且仅 
当 f 和 r 对易时，办才能是厄密算符. 

我们要揩出，从两个不对易厄密算符的乘积方和#出发. 
可以对称化成一个厄密 算符： 

音(為+奶， （4.6) 

这样的表式有时会碰到;称之为对称化乘积. 

容易看出为 一# 是一个反厄密算符(即其转置算符等于其复 
共轭算符乘上一个负号).它乘上；后即可变成厄密箅符；因此 

iifg-gh a 7) 

又是一个厄密算符. 

为简便计，今后 我们有 时将用以下的记号： 
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( 4 . 8 .) 

并称为这两算符的对易子.容 SVhi : 叫下列 恒等式 

{fq, %} ^ {f, %}g^rf{g, k} t (4. 9) 

注迄如果彳 /， M = 0 和你 M = 0,一般讲并不导致/和$对易. 

§5.连续谱 

诗3和纟4中描述分立谱本征函钕特性的所存关系式，可以喵 
无困难地推广到木征值为连续 m 的怙形屮去. 

设/为具有连续谱的一个物 迎及. 我们 n] ■以简卓地出卩彳一字 
母/代表它的各个本征肫，儿用心 ft 志相应诸本彳 fl: 函数. 按 (3. 
2) 式，仟一波 函数 1 ^可对分立谱的一套本捆函数来展此V此类 
似> P 也可对具也连续谱的物视量的一必完 济本飪 函数来展开(此 
时展昃是 -个积分式乂 这种展尤所炅的形状为 

^(q) = \a j W f (q)df, (5. 1 ) 

尤中的枳分延及设 f 所能采取的整个捣域. 

连续谱本徙函数的奸〜化 「__j 题要比分立谱 M 形来得复杂1以 
后将看到，本征函数模量平方积分等于一的要求，现迮无法满足. 
为此，我们把函数的归一化定义改成 这样: 使得I力 | 等于在 
取 f 波函数所疝述的态巾 M 得该物理贷的数胜介于/和 f、-dj 之 
间的几率.所有/可能值的 IL 中总和必浈等于一，因此冇 

| J ^ I Hf = 1 (5.2) 

[类似子分立谱的 （3.3) 式 

仿效推导 （3. 5) 式的方法， 应用尚 一论证 f 河得下列沔式，其 

一是 
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( Vwg = \{aJWpl r dfdg. 

^ # m 

比较以上两式，发现 M 开式诸系数满足下列公式： 

«f = jV ⑷ W ⑷你 (5.3) 

此式与 （3. 5) 式完全决 H 

为了推导归一化条件 ； 现在把 (5. 1) 代人 （5. 3) 式.结杲得 

«厂二 J 

此式必须对任窓的~都能成立，因而必须是恒等地得到满 

足.为此，首先，被积函数中的叶的系数〈即句） M 要/ 

手: f 就必须等干霉，而当 r =/ 时，这个系数必须变成无穷人（否 

则对积分后将等千零乂故积分应为 f — /的函数 - 

这个函 数巧宗 m 不等十 零时为零，当宗量等十零时为无限大,我们 
用 <?cr 一 /■) 代表这个 函数： 

V，㈣ ^ (5.4) 

« 

我们必须有 

[(?(/’ — f ) 

#■ 

这个式子确定了 S ( f - f ) 函数当 f-f = 0 时变成无穷大的方式, 
由上式 M 然可得 

这样定义的函數称为3函数(它是由 A. M, 狄剩克首先引人量 

子力学 的）. 我们再把定义它的公式写一遍.它们是 

x ^ O 时 <30)=0，而 <5(0) = oq , (5*5〕 
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这时 


" d(ct)dx - 1 , ( 5 - 6 ) 

犬中的上下积分限可换成任盘数值，只要 : r = 0 的点介千积分 K 内 
就可以了.设 / U ) 为在^ = 0点处连续的函数，则有 

P <30)/0»0如=/(0). (5.7) 

J — V 

此式可改写成更普遍的形式 

^S(x-a)f(a:)dx = f(a), ( 5 . 8 > 

■ 

式中的积分「 X :间包舍 r --= a 点，并且处为连续，容 

易证明6函数是一个偶函數，即 

< 5 ( 一 工） =( 5 (/)， ( 5 . 9 ) 

最沿，裉椐 


A M I 4 0£> 

d(arr)dx^~- S(f/) 

一 iVi -_ __ Ofl 


t 7 v 

a! 



可导出 




( 5 * 10 ) 


儿中 a 为任意常数. 

(5. 4) 式给出了连续谱本征函數的 IU —化法刖；它可以 R 替分 
立谱情形下的归一化条件 (3. 6). 我们看到，和以前一柞.〜和仏 
函数当 r+/ 时是相互 e 交的.可是模量平方的积分对连 


缲谱讲来是发散的. 

函数 1 ~(g) 还满足另一个类似于 （5.4) 忒的关系式.萝推导 
这个关系式:可把 (5. 3) 式代入 （5. 1) 式中，得 

化 ⑷ =f W) 


由此我们可以立刻推知必有 
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(S. 11 ) 


分立谱情形中当然也有 -- 个与上式相类似的关系式： 

2^妒 =^(5 r -§>- (5. ]2> 

n 

(5-1) : (5.4)两式和（5.3)， （m) 两式相比较，可以看出，一 
方面，函数 F(g) 吋按函数组沪 /(?) 展开，其展开系 数为叫 另一方 
而， （5. 3) 式是一个完全类似的展开式，式中的心=£/(/)函数按函 
数组 07(g) 展开，而 v(g) 充当了展开式系数.函数 a(/) 和 
一样，也能究全确定该系统的状态；我们有时把 a (/) 称力 /表象中 
的波函数[而炉 G) 称为？表象中的波陵数].正如，⑷ i 2 确定系 
统的坐标值介干给定的《区间内的几率-徉 . 丨《(/)丨 2 确定了 / 
的数值介子给定的民间内的几率. 方面， 妒 〆0函数为物理 
景 f 在？表象中的本征函数；另一方面，它的共轭复函数 V?(?) 就 
是坐标 g 在/表象中的本征函数. 

设史 (/) 为物理 - t / 的某种 函数： 并 lip 和 f 的关系是一对 
应的.那末，钰个妒 f ( g ) 函数都可以看怍史的一个本征函数 . 吋 
是，这时这些函数的! Jn —化问题必须改变，炉的本征函数 
应按以下条件 in —化： 

w W (广 ）一 少 （/) ] • 

而 1 ^函数是按彔件 （5. 4) 归一化的. d 函数的宗 M 只存当 /'=/ 
时才等干零.当 f 趋 Ef 时，我们有 

r(n-^</)= ^-(r-n. 

按 (5. 10) 忒我们可写成 $ 

® _ —般诽来 r 如;为某」单値吐数 ■:其 逆函数尤葙单值〕，我们就有 
K : 屮 方程式 〆 怎 的#拫 ， 1 
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d < p ( f ) 

~dT 


d ( f - f ). 


( 5 . 13) 


此式和 (5. 4〕式对比，可知 V ，和函数的相互关系为 


¥ 


妒〔/) 


r 

▲ f 

却 （/) 


df 1 




(5*14) 


还有一些物理量，这种量在一个值域内具有分立谱，而在另一 
消域内具有连续谱.对这种物理量的本征函数讲来，本节和 m 
中导出的所冇公式当然也能成立.但有一点必须指出，它的宂备 
函数组是由分立谱和连续谱的本征函数放在一起组成的.因此, 
任一波函数对这种 M 的本征函数组展并时具有以下的 形式： 


^(?) - S ^ (?) ^\ a f W f { q)dt (5.15) 


式中对分立谱求和，并对整个连续谱求积分. 

坐铋9本身是具有连续谱的物现量的一个例 T . 荇易 证明： 
它所对应的益符和当于简单地乘以因了1 . 由 T 各种不同屯标捣 
的儿率是由模量平方 I F 确定的，所以坐标平均值应为 

' q\W\^dq=^*qWdq, 

将上式和算符定义 （3. 8) 式比较，得到① 

4 ( 5 . 1 6 ) 

根据一般规则，这个笕符的本征函数向该由方程^确 
定，式中 的心哲 时代丧具体％坐标值，以 M 和变泣？相区别.由 
于妒，=0或2 =价时这个方程式都能得到满足，很明满足归 


①为今后我 ㈧ 常把 k 节于乘以某内 T 的算扦成该果 W 闪/_的形式. 



一化条件的本征函数应 该是力 

W“:diq--qO. (5. i7) 

§6. 过逋到经典力学极限情形 

量子力学把经典力学作为 D 己的某种极限彩忒包括进去.产 
生的问题是如何过渡到这种极限惰形. . 

在量子力学中. -个电 子是由波函数描述的，波函数确定厂电 
子坐标的各种数值;对于这种波函数，迄今我们只知其为某种线性 
偏微分方程的解.另一方面，经典力爭中的一个电子被看成一个 
物质点，运动于由运动方程所完全确定的轨道上.董子力学和经典 
力学之间的这种内在关系，在某种意义上，与电动力学中波动光学 
和儿何光学之仙的内往关系相矣似.在波动光学中，电磁波足由 
满足一定的线性微分方程羾（即麦克斯韦方程 ） 的电扬矢量和磁场 
矢量所描述的.但在几何光孕光的传播被看作是沿着确定的 
轨道（光线)行进的 . 这种类似性，使我们能象波动光学过渡到儿 
何光学那样，将 ft T 力学过渡到绍典力学的极限情形. 

我们来回忆一下波动光学在数学形式上是如何过渡到几何光 
学的（见《场论、 §53), 设 w 为电磁波的任一场分置.它可表成 
U = ae ; p 的形式 (05 和 9 ?为实量)，其中的 a 称为波的振幅，9称为波 
的周相.几何光学对应 f 波长很短时的极限怙形;从数学上讲来， 
就是周相在几何光学中，史祢为光程 函数） 在短距离内 n 冇很 


①忏-屮函数对这种本征函&展开 iHi 的展开式系投为 

o? B :: j V < — (5 - - 

故 坐钰位介于绐定区 N dg 。 内的几率为 

这 IU 足应 有的坫來. 
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人的改变最;这就 是说, 此时可以假定本身贝冇很大的绝对伉 . 

与此赉似，我们可以从这祥的假定出发 t 假定量子力学的波函 
数在经典力学极限情形下具冇 取-二一 的形式 : f 式巾的 a . 泣一个 
缓变函数，而 W 取很人的数値.大京知迠，力学巾的质点轨迠可以 
通过变分原理确定，按此原理， 一 个力学系统的 作用量 S 必须取极 
小值 (最小作用置原理). 权几何光孕中，光线是由所谓费 马原理 
确定的，按此原理,光线的光裎亦即轨道的起端与终端的周相差必 
须取最小(或最大）可能值. 

基丁这一类似性，孜们可以断言，在经典极限惜形下，波函数 
中的周柑 f 应与所考虑物理系统的力学怍用最 S 成正 比，即有 <5 
-常数 xr 这个比例常数称为普朗克常数，我们以 A 表示 ®. ft 

具冇作用蛩的量纲（闽 W 无量纲），并且 

K L 054 X 10- 27 尔格•秒， 

闵此一个“几乎经典的"(或称准经典的)物理系统的波函数具 
有下列彤式 ： - 

W = Ge^ v . ( 6 . 1 ) 

普朗克常数 A 在一切量+现象中占有重要地位.它的相对值 
(^] 景纲的其它物理量相比）决定着该物理系统的“量子化程 
度' 景子力学何经典力学的过渡：相3 T 周相很太时的情形，这 
畤用 A 趋于零 0 —0) 的形式描述（正如波动光学过渡到几何光学 
时，相当于波苌趋干零 

我们已经阐明了波函数的极限形式，佴未涉及它与经典轨道 
运动的关系问题.一般讲来，用波函数描述的运动 并不趋 向确定 
的轨道运动.它与鉍典运动的关系范这样的，假定在某一起始时 


① i 90 u ^ r-ih m . #朗克引人物 HI 孚中.本召各处所爪的夂严柊讲来应等 f 
普朗克常数 ft 除以 h A 是狄喇克沾号. 
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刻，波嚙数和随之而有的坐标几率分布值已给定，在随 Ff 各时刻， 
这个几韦分布将按经典力学的定律变化(详见§ 17的未段）. 

为了得出沿确定轨道的运动，我们必须从特殊形状的波函数 
出发，这种波函数只在一个很小的空间范围内才显著地不等于零 
(称之为波 包)； 这个空间范围的尺度必须随 A —起趋 T 零.然后 
我们才能说，在准经典情彫下，该波包在空间将沿质点的经典紈道 
运动. 

最; Tt , 量子力学算符在这种极限情形下应该还原成为一个乘 
积因子,这个因子就是相应的物理景+ 

§7_波函数与测量 

让我们饵回到测 M 过程，它的性质已经在 S 1中定性地讨论 
H ; 现 汴来说 明这些性质和歲子力莩的数学表述足怎桴収系的. 

考虑包 + A 以下两个部分的一个系统： 一 个经典仪器和一个电 
子（看怍一个籃 了客 体）.测董过积就迠这两个部分迸人相互作 
UL 其结果足 仪器由 初态转为另一状态，根据其状态变化可以引出 
『[1子伏态的有关结论.仪器的状态是由标志它的某祌(或某些)物 
理鼋的数值——即"仪器的读数”——所确定的.我们暂时用沒表 
示这个量，用 A 表示 P 的本征值；？的値域按照仪器的经典性质 
-般讲来应该是连续的，但我 ff ] ——仅为今后简化公式起见一- 
假定它为分立谱.仪器的状态可用准经典波函数(幻描写之， 
下标》对应于仪器“ 读数” 而4为其坐标 m . 仪器的经典性质 
忐现于下列事实，在任一给定时刻，我们可以肯定它处于丹 哲确定 
9 值的某一已知态中；这样的假定,对一个量子系统讲来，当然 
是不合理的. 

令为仪器的初态波函数（测景之前)， 7(?) 为电子的任 
-归 - 化初态波函数〔2表示艽坐栋组）.这两个函数相互独立地 



描述仪器和电子的状态.故整个系统的初态波函数等于下列 
乘积： 

(7*1) 

随后，仪器和电子进人相互作用.运用量子力学的方程式，可在原 
则上追淙该系统的波函数随时间的变化.在 测釐过 程结東之后， 
这个波函数当然不一定再为函数！和函数？的乘积.把这个波函 
数对仪器的本征函数 0,( 它们构成一完揞组)展开后，可得下列叠 
加 形式： 


( 7 . 2 ) 

n 

丼中 A n ( q ) 为 ?的某种函数， 

仪器的经典性质，以及经典力学既为量子力学的基础又为丼 
极限情形的双®角色 f 现在开始露面.如前所述，仪器的经典性质 
意味着 t ff 量（“仪器渎数 w ) 在任何时刻均有某种定值.这就使我 
们能够断定，测量之后，仪器加电子的整个系统的态,实际上并不是 
由 （7. 2) 式的整个级数之和 描述， 而是由其中$仪器“成数” 相 
对应的那一项描 述的： 


( 7 - 3 ) 

由此可见，上式中的正比于测谩结束后电子的波函數.从函 
数并没有归一化这一点也可以看出，它还不是电子波函数 
本身，儿 ( g ) 中不但包含有关电子末态性质的信息，而且还包含着 
仪器出现第《个“读数”的几率（由系统初态所确定）的佶扈. 

由子虽子力学方程的线性性质， A n ( q ) 和电子的初态 波函数 
V (9) 的关系，一般讲来，可以通过某种线性积分算符 表出： 

( 7 . 4 ) 

其中的核 Kiq , 〆 ）表述这个测量过程的特征， 



我们假定上述测量给出了电 子态 的完全描述. 換句沾 说 (m 
1), 末态中所有各蛰的几率应该与电子的先前（测量以前)状态 
无哭.从数学上讲，这意味着函数土⑷的形狄必须由测总过柷 
木身所确定，而与电子的初态波函数无关.因此4„应呈下 
列 形式： 

A n {q) ^-a n (p 9 (q), (7. L 

卄中…为某种确定的函数，我们假定它已迕闪一化，只有常数〜 
才依赖于^~).在积分突系式 (7. 4) 中，这相当于梭 A Ag , 〆 ） 分 

解成为2的函数和 〆 的函数的乘积 

KJq, q)- *p n (q)W ： (q I ) t (7.6) 

从而常数化和函数的的线性关系2下列形式： 

〜=卜( ㈣ ， (7.7) 

J I :中 (?) 为依 赖千测 量过积的某苎确定的函数. 

函数就是测量之后电子的归一化波函数.这里我们屘 
到，用测贵方法确定一个电子态的可能性在评:论的数〒哀述屮是 
怎样得到反映的（这个 I 匕子态可炤一个确定的波函餃描述）. 

如粜对一个波函数给定力 V (3) 的电子进行这种测贵，则常数 
A 具有一个简单的物理 含义： 根据一般规则， I 〜| 2 就足测得第^ 
个结果的几率.所有测量结果的总几串应该等 干一： 

2>， = 1 . (7.8) 

/i 

为了使 （7. 7) 式和 (7.8) 式对任盘的归一化的 函数 W ( g ) 都能成立， 
任意函数 V (?) 必须（参考§ 3) 能对函数组展开.这就足 
说，史《 ( S ) 构成一套正交们一化的完治函数 m . 

如枭电子的初态波函数等 P 其中的一个则与 I 

对应的 〜常 数显然等于一，而 K 它的〜都等于岑.换句话说:对 

* 28 • 



处子态的电子进行该种测货后，肯定能够得出第》个结 L 
函数 T a (?) 的 k 述一切性质表明， 它们鱿 是闲以标志电 f 的 
某种物理量(:用 f 表示之）的本征函数，我们所讲的那种测置，以 
说成是对 f 这个量进行 测景. 

十分重 要的是 f v n (?) 这 m 函数- - 般讲來并不等于仏 (?) 这绗 
函数.一般讲來，后一组函数甚至并不和互正交,也不构成仟算 
符的本征函数组.这就表明 f 这样一个事实，贵子力学中的测量 
结果是无法责现的.如果电子处于态，那么，测量/的结 
果，会肯定地得出尺值.但 d 测贷结束之后，该电了 - 就处干不叼 
于初态的％0?)态，一般讲来 t /+:这个态中/不 n: 取任何定 m:. 故 
在第一次测显 结朿之 后,对该电子紧接着作第二次测 贷时 .段 m 含 
得到不同于第一次测得的 f 値①.要想用第一次测景的已知结见 
去预断第二次测量的结果（盘即箅出艿儿率 ） f 我们必须首先 知道： 
由第一次测景所建立的那个态的波函數〜($)，以及在第二次测迓 
中欲求其几韦的那个波函数迭就是说，从第-次测量结 
朿时的队出发 f 应用最子力#方程求出 q\Uh #) 波函數；那么， 
i 时刻进行第二次测量时获得芯 m 个结果的几率可以泪积分 

\< PM ^ t ) Wt ( q ) dq 的模骨平方给出之. 

■ 

我们哲到,贵 - T 力学中的 测总过 程具有 44 1两而”性 : 它对屯了的 
过去和未朿起着不同的作用.对过去而言，叩对前次测 S 中所洼 
立的 一个乜 子态而 A 通过这次测量，可以“验证”由咳态所预断的 


①关 T - 测辽的无认市现 n h 题.必呵指出一爷攻耍例外——测获巧！可【7 m 甩 
的一个矸訝是 Of :. 在込够短的 h . HmU d 内付一个乜子的啦标进? i 阐次测兒 ■一 会 
得出和 邻此 否則将音味养电子具冇无 取人％ 速在.从孜孕卜.诉来，这一点 - S 下列虞 
实冇；. 即 [ iT 和仅沿 的相 ■^作 用能; i 打符4坐标算符扣对闷为这种相互作屮耑 
(在非相对论理4中 _) 仅为坐标的函数. 
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各种可能结果的几率.对未果而吉，通过这一次的测畺后又建立 
了一个新的电子态（尚 n 『见卩 44). 因此，测显过程本身的 这个待 
性包含着一个深邃的不可逆性原理. 

这种不可逆性具冇重要的原则意义.我们将在以后荇到 （E 
S 1 S 末段显子力学基本方程本讣对时间的变兮具有对称性；从 
这一方西饼来，量子力学和经典力学没存什么区别. m 是测贷过 
程的不可逆性，使徇时 M 的两个指闷具耵鞠 理上 的不等阶性， 也就 
是说，使得过去和未来呈现差別. 
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第二章能量和劲量 


§8. 哈密顿算符 

景子力学中，物理系统的态完仝由波函数 V 确定.这就是 
说，给出了某一时刻的波函数后，不但该系统在该时刻的所冇性 
质得以描述，并且能确定该系统在今后所有时刻的行为（当然.这 
U 能确定到谩子力学一般允许的完铪程度为止).这一事实的数 

学表述为，任一时刻波函数的时间微商^的沆必须由该时刻的 

' l f 函数的值所确定，裉掂叠加原埋，它们之间的关系还应是线性 
的 . J 4 最普遍形式力 

( 8 . 1 ) 

式中分是某个线性总符；因 F M 的 ⑴进下 面即将说明. 

山千积分式扣是一个和时间无戈的常数，我们有 

b 

如，:十咢办中》 二。. 

把(8.】）式代人上式，并对第一个积分应 出算符 的转置定义，我们 
有(略去公因子 i / A ) 

J 少 N*W*dg-j W^H Wdq=^ W*fi* Wdq-\ HWdq 

巾千上式必祯对仟选的史函数成立，因而必须有等式 //— i 7； 
故 S 足--个厄密算符.我们来求箅许4所对应的物理为此. 



我们应用波函数的极限表式 1), 并把它写成 

2W t dS }7/ 

n ur Wt 

非中的缓变振幅^无需微分.将此式和定义 （ s .]) 式比较,可知极 
限怙形 K ; 疗算符归沾为乘枳因子一况 >7 W . 这就足说 ， -dSjdt 
足厄密算符疗所对应的物理鼋. 

我 m 在力学中熟知，微商一 ff 1好就足一个力学系统的哈 

密顿函数 h . 故算符泠是呈子力学中对应于哈密顿函数的算符; 
称为哈密顿算符，或啬简称为该系统的哈密顿最.如果哈密顿董 
的形式为已知，方程 ( S .1) 就确定了该物理系统的波函数.这个量 
予力学中的基本方程称为波动方程. 

§9. 算符对时间的微商 

景子力学中物理畳的时间微商概念，不能按经典力学的方义 
加以定义.因力经典力学的微商定义屮考虑了一 个量在 两个相邻 
的不同时刻所具有的数值.但在量 了力 学中，一个量在某一时刻 
具赉定值> 它在随后各时刻一般讲来并不具有定值;这一点已经在 
s 1中详细讨 i 仑过. 

因此藍孓力学中的时间微商概念必须给予 M 外的定义.我们 
自然地把物现莆/的微商/定义成这样一个显，这个 a ： 的 平均恨 
等 T 平均值7 的时叫 微商.即定 义为： 

f=l p. n 

从这个定义 m 发，不难炔得对应十/的量子力学兌符/的表 

文由于/= ’ W * fWdq ' 故 

■ 

叫麵： J 取皆 dq 





dt 


3t 


3? 


典中的 ^ 是对算符/进行时间偏微商后所得的算符，因为/可能 
依赖于参量夂把^和$按 （ 8 . 1) 的表式代人上式，可得 


9 t 


3 t 


f = + (/ 卜印 npydq-*}(6w、dq, 


由丁算符 /I 尨厄密的，因而 

N 此有 


W ^ Hfi ^ dq ； 


V * (|f + j Hf - 士!今 dq . 


另一方而，由子按 平均值 定义有故知被积函数 

r 

屮圆括 ^内的忐式就足欲求的 nnhi 

①经典力学屮，如果 S / 是该系统的广义坐标^和广义动设 h 数，的 

时 fill 全微商为 

■ 

把哈密顿方程 q ^3 H ； d Vi m A = - dH / dq t 代人上皮.可以 




其中的 




称为/和 H 两资的泊括号（参考第一卷 〆 力学 i T § 42 ), 此式和 （ L 2 ) 式比校.我们 
看到：均算符过渡到经典力学极阪情形时，访一级近似应当等于零，第二 
级近似就迠蚪//,/」.这个结 沦对任 忘两个 S / 和!^井来都足正确邱 
总符 f ^ _■ ^〕趋向丁-努典极限觉 K / 而 [ 厂 fi 为下列泊 括号： 

V ^\5qi dj}, 3p, 3qi / 

I 

b* 

我们总可以把？肜灾地泡象为見一系统的 I 合密蚝 . E ， 枇据这个事实即得上戊. 
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? :舊 + j 谢-簡 ■ (9.2) 

要注意的是，如果算符/不显含时间：那么，/除开一个常因 
子 i/A 外， 就等十算符/和哈密顿置的对易子. 

冇一类十分重耍的物理景，它的算符不显含时间，且和哈密 

八 — ■ 

顿量相対易，从而有 > =0. 这样 的是祢 为守恒量.屮于 / = 

0,即/是一个常数，换句话说，垓 J : 的乎均愤不随时间变化.这 
里我们还可断定，如果所给态中的/具有定值（叩波函数为算符/ 
的一个本征函数)，则在所有的随后时刻该态仍具（同 一) 定值. 

§ 10.定 态 

封闭系统（或处于恒定外场中的系统）的哈密顿量不可能砧含 
时间.这是因为对这样的系统讲来，所有时 M 都是等价的.另一 
方面，由干任一算符和它自己当然是对易的，我们就得到这样一个 
结论，对不在可变外场中的一个系统讲来，兔的哈密顿函数是一个 
守恒鼋.大家知道，守恒的哈密顿函数称为 能量. 量子力学中能 
量守恒律的意义桄在于 ; 如果所给态的能是具有定值，则此值将不 
随时间变化. 

能量为定值的态称为该系统的定态+描述定态的波函数^\ 
是哈密顿算符的本征函数， 满足方程右叭 其中的为能 
量的本征值.对函数讲来波动方程 (s. 1) 成为 

此式可封04间直接积分,并得 

“/叫 油)， ao . 1} 

式巾^仅为坐标的函数.上式确定了定态波函数和时间的依赖 
关系. 
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我们用小写的資代表不包含时间因子的定态波函数.这种函 
数以及它的 能&本 征值是由下列方程确 定的： 

=E^. (10* 2) 

能量为袋小允许位的定态称为该系统的 基态. 

任一波函数 F 对定态波函数展开后，呈以下的 形式： 

(10.3) 

n 

和通常一样,展开式系数的各个模量平方 2 确定了该系统具有 
各种能量值的几率. 

一个定态中的坐标几率分布由模 景平方 fv > j 2 = i 0 n r 所确 
定;我 n 看到它和时间无关.叼理珥知任一物理 是/ (非算符不 m 
含时關 ） 在定态中的平均值也不随时间变化： 

7 -{ nPndq - \ttfiudq- 

前面已经讲过:任一守 m 物理是的筇符~咍密顿量相对易.这 
就是说，任一守 m 物理量可以和能量同时测量. 

在一个系统的各种不同定态中，有些定态可能具有相同的能 
量値（相冏的能级)，但有不同 flV 代它物理设谊.被几个不冏的定 
态所对应的那个能级称为有简并的能级.从物理上讲来，存仵着 
简并 能级的可能性与下列市实 有关， 即能量本身一般讲来还不足 
以构成物理量的一个完全集合. 

如果有两个守恒的物理景/和？，它们的算符并不对易，那么 
该系统的诸能级一般讲来是简并的.譬如，设< 为某一定态波 
函数.该态中除能量外量/也具有定値.我们很易断定函数 
并不等同 于函数 0 (常因-了除外）：杏则该态中的量也将具有 
定值 T 诅这是不可能的，因为/和 p 不能冋时测量.另一方而，函 
数$诊又是哈密顿逯的一个本征 函数， 并 li 和0对应于 w —能眭 
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值芯: 


合=§泠 1 P 二尺(奸）. 

由此可见，这个时候有不止一个本征函数对应于同一能量值 A 也 
就是说该能级是简并的. 

属于同 一简并 能级的各种不同波函数加以任盘的线性组合 
后，显然仍为该能级的一个本征函数.换旬话说 ，一 个简并能级的 
一奁木征函数的选择方式不楚唯-的，任意选出的属于 In ] —簡并 
能级的一套木征函数，一般讲来几不柑互正交.但把它们加以适 
当的线性组合后，总可以组合成为…套! E 交的（且为妇一化的)本 
征函数[并且存在着无限多种组合方法，因为在^个函数的线性变 
换中有 V 个独立的变换系数，而 n 个函数的正交打一化条件只冇 

+^以+ 1)个;也就是小于个]. 

对简并能级的一奩本征函数所作的上述论断，2然不仅对能 
量的本征函数而言是 E 1 确的，而且对任一算符的一菇本征函数而 
言也忌正确的+时所论的箅符讲束，只有属 T 不同本征值的那些 
本征函数，才是自动正交的；厲子同一简并本従値的那苎本征闽 
数，一般讲来并不相互正交. 

如见系统的哈密顿量等于两个（或更多个）部分之和 . H --- 
卜其中的一个部分只含 坐韬组 1，而另一部分只 含张标 m 
那么，緙符及的本征函数就能写成算符 A 和算符皮的本征 
函数的乘积，能量的本征值也就等干这两个算符的本征值之和. 

能量的本征忾谱既可以是分立谱，也可以是连续谱.分立锆 
中的定态总是对应于该系统的有限运动，也就是对应 T 这样-种 
运动> 该系统以及它的任一郃分都不会跑到无穷远处.这是闽沁 

对分立谱的本征函数讲先 j l '七 对整个空 I ' ll 』 的积分是有 m 
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的.这当然就意味着，模贵平方 fff 2 的数 M 很快地衰减，并在无 
穷远处变成零.换句话说，坐标值为无穷大的儿率等千零;亦即该 

系统在作有限运动，或者说该系统处干束缚态中. 

对连续谱的波函数讲来， fl 妒 I 2 卸是发散的，此时波函数的 

■ 

模量平方 I w m 并不直接决定各种坐标值的几串，它只能看作恶和 

这种几率成正比的一个量.积分 J \^\ % dq 的发散原闵总是由于 

|7! 2 在无究远处不等干零(或者不是够快地趋千零）所引起的.因 
此可以断定，在一个任盘大而有限的封闭刖外的空间 E 域，积分 

总是发散的.这就意味着处于该态中的系统（或其某一 

部分）位千无穷远处.对于一个由连续谱的各种定态波函数叠加 

而成的波函数讲來，积分 fl 妒 可能是收敛的，此时该系统处 

子一个有限的空何范围内.可是这个有限空间范围将随着时间无 
限制地扩张，终于使该系统运动到无穷远处- 

这一点可以根据下10的讨论看出.连续谱本征函数的叠加形 

式为 

V 的模量乎方可以表成以下的重积分彫式： 

这个式子如果对某一时间间嗝 T 求平均值，苒让 T 趋向无穷，则 
振荡闲子的平均值趋子零，从而整个积分趋千零.这 
就是说，该系统处于位形空间任一指定点的几率 丨的 时间平 
均值趋于零；但是这种结架只有对发生于无限空问屮的运 动才有 



吋能成立①.叶见连续谱中的定态对应于系统的无限运动. 


§ .矩 阵 

为方便计，我们假定所考虑系统的能谱为分立谱;下而求得的 
所有关系式，都可以直接推广到连续谱的情形.设 屯二 - J ^ a n W n 

W 

为任一波函数对定态波函数的展开式.如艰把这个展开式代 
入/的平均值定义（丄 S ) 式中，则得 

/ = )hp (11. 1) 

n bi 

其中的 /^( O 代表下列 积分： 

: (lh 2) 

当 k 和 m 采取所有可能的各种数槪时，这一 mi hjt ) 称％这/ 
的- 个矩阵嗥每一个八则称为由抑态跃迁到 w 态的矩阵元. 

矩阼元八 m ( 0的时间依赖关系是由（如果兑符/不显含 o 波 
函数的时间依赖哭系确定的.用 < io . i ) 式代入上式 ， pj n 

fn m (0 =/n^ ，B ^S (11. 3} 

其中的 

( n . 4) 

称为 n 态和 m 态之间的跃迁频率，而 

■ 

fnm dUL (11* 5) 

b 

①耍注念的是.如果护是由分立谱的波函数叠加而成的，則有 

旧 1 : 一-2 1 1 

n m 味 

亦即几串密度的时 M 甲均值保持有限. 

@物现 豇的 矩砟•表示法、是在薛 七谔发 现®动方稃以前 I h 海森伯于1925年引 
进的.后来 iM . 坡恩 av , 海森 ffi 和 p. 约当又进一少发展 r “矩阵力学 ". 
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这 组 量构成/的不依赖干时间的矩阵，在最子力学中经常 
用到 ®. 

微商/的矩阵元讨从/矩阵元的时间微商求出；这可直接从 
下式 出发： 

〒本 22> W sm ( o . ( ii * e ) 

w Jfl 

m (j i . 3 ) 式，可得 / 的矩阵元为 

fnjnC^y = i^umf Bffd ( O » (11.7) 

或得不含时间（上式两边消去时间因子 — ; 后）的矩阵元为 

d:- io^Ki/h) (Z^- E m )f n7ht (11.8) 

为简化忒中的符4起见，以下挣出的所冇公式都是针对不含 
时间的矩阵7£而言的；对依赖十时叫的矩阵讲來，也能异出同样的 
式子. 

考虑到厄密共轭鈴符的定义后，我们可以求出/的复共轭 M 
r 的矩 阵元： 

J J * « 

或 

(rm ai . s ) 

通常我们 n 需考虑实物理是，因此有 

H (li.io) 

[/^即 （/_”]. 满足上戍条件的矩阵， 扣名 称和它听对应的算符 
扣I乩称为厄密矩阵. 

« = m 的矩阵元称为对角矩阵元.这种矩阵元和时间无关，从 


① ！ hT_W - 化波印数中苻一个不确定的柯相园子(见 §2), 矩阵元 /„ m 及 
O ) 也 RiH 钟定到忉艺，个 〆 形式的出了为止.这种不确定性同柠下 会影响 
到讧何物理结果. 
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( Jl . 10) 式并可看出它们都是实量.矩阵元/#实陈上就是畺/在 
态 t 中的平均值. 

不难获得矩阵的“乘法规则”.为此，我们首先指出下列公式 
是成立的： 


171 

这个式 +不过 是函数 _/0 n 对函数组的展并式,其中的系数可由 
普遍公式 (3. 5) 确定.根据这一公式，我们可写出两个算符的乘积 
怍用在函数^上所得的 结果： 

Jt 丨 t h m 

另一方而我们应该有 

tn 

由此得 m 结论，乘积的矩阵元是由下式确 定的： 

w . i 2) 

h 

这个乘法法则和数学中采用的矩阵乘法法则完全相 间： 第一个矩 
阵的行乘以第二个矩阵的列. 

给出矩阵，就等价于给出了算符本身.特别是，如果矩阵为已 
知，则原则上可求出该物理量的本征值及其相应的本征函数. 

现在假定所考虑的所有各董都在某一固定时刻，我们把任一 
波函数 V (在该时刻）对哈密顿算符应的本 征函数 组展开 f 即对不 
含时间的定态波函数展开： 

卜 2^丄， （11.13) 

tTL 

式中的〜代表展开系数，把上式代人确定/的本征值和本征函 
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数的方程式中，我们有 


m. m 

上式两迨各乘扣后再对甸积分.式左的每一个积分武句 

*• 

就是相应的矩阵元八 m . 式右的所有 m 辛 》的积分式扣由 

于函数纟且的正交性而等于零，并由于归一化条件而_[ tt^dq = 
1①，故 

(11. M) 

m 

或 

S (/_—fD q =0， 

ftr 

式中，当 m 关时 = w 时 d nm — l . 

我们就得到了一组齐次的线性代数方程式(以％为未知 数). 
大家都知道，这样一组方程式，只有当它们的系数所组成的行列式 
等于零时，才可能有不等于零的解，闽此上式有解的条件为 

1U<5J =0. (11. 15) 

这个式孑（以 f 为未知数）的根就是物理量 f 的各种可能值.当/ 
等于这些可能值中的任意一个数值时，满足 （11. 14) 式的一袞 &值 
就确定了对应于该可能值的本征函数. 

如果在物理量 f 的矩阵元定义 （11. 5) 式中，令 0 B 为/的本征 
函数，則按方 程式和 f At 可得 

①技照一般规则15)，瑀式 <11. 13) 中的一套£7,系数可以看作“能里表象"中 
的 g 函数（其变为下标1叫能置本征值的编咢狡>.矩阵在这个表象巾起若算 
符 f 的作用，它作用在波函数上的结果等于 ( u . io 式的左边.衣式 
相当于一个虽以其算符及状态波函数肩出的乎均也一 公尤. 
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L m = [KM?. 

裉椐 t 函数组的正交归一化条件，当 m ^ n 时得出 . f„ m = 0 ,«-m 
fH 则有九„!=/〜因此只有对角矩阵元才不等千零.井 H 分别等于 
量 f 的相应本征値.只有对角矩阵元不等于零的钜阵称为对角形 
式的矩陴.特別是在函数为定态波函数的常用表象中，能量矩 
阵就成为一个对角矩阵（同样，凡是在定态中典冇定值的興它％理 
显的矩阵也是对角矩阵).一般讲来，用算符彳的本征函数来定义 
的/矩阵，称为物理量/在 g 的对角表象中的矩阵.此后如无特 
殊声明，当我们讲到一个物理量的矩阵时，就是指该物理景在常用 
表象中的矩阵,这个表象中的能量矩阵是一个尉角矩阵.前面讲过 
的矩阵元的时间关系式，都是仅仅钋坷这个常用表象而吉的 A 
借助干算符的矩阵表示，我们可以 i 正明卩4中提到过的一个定 
理： 如眾有两个算符相互对易 t 史们就具有一整套共冏的本征函 
数.假定 /和# 是这样的两个笕符.裉据 = # 和（11， 12) 式 
的矩阵乘法规则，可得 




k 


h 


如果取算符/的一套本征函数 V 、来 I 十锌诸矩阵元，则时 
/_ = 0,故上式可化成 f 獅 

如果/的所有本従値/»部不一样，那么，只荽就有八手 
0,从而有 9 ^ 0. 由此 可见心 B 的矩阵也尨对角的，这就是说，函 
数组 vK 挞是物理量的本征函数组.如枭尺这组本征值中有些 
怊是相同的 （ ik 就是存在这样一些本征直，其中每个本征值同时与 


.①根据能1矩阵的对免性，很容舄看出 （ U . a ) 式號是算符公式 （9.2) 的午陴 


几个不同的本沉岫数扣对应 )， 谣*，前:•杏沾悒的 
本征 m 数 心而 言，所对应的矩阵元一般不等 丁零. 但也把 
M 〒 间一本征俏的那呰本征函数 t 加以种种线性组合后 t 它們显 
然仍是成本征值的一纟 R 本征函数；从中我们总是<以挑出这枰- 
组线性纵合，使得所对应的各个非对角矩阵元全都等于零.出 
此可见，在这样的 情况 下我们还是可以求得一套函数 ， 它们都迠/ 
和 d 的共同本征函数. 

下式在应圯中佥 遇到： 


{dHj9A)^9EJ9^ ( 11 . 16 ) 

A 是哈密 顿蛩力 （苁而也是能 kl ； 本祉情仏）所依赖的参贵.证明 
如下.方榀("〜丑 n ) t 」 c > 对 a 微商后，左乘 a <，# 








' 况 n 3 IJ 




3 A dA 


> 


»? 


对？积分，左边为 

^dq - jl ^{ H ^ E n ) * Kdq . 

山干点足赵密的，上式得芩.由前式右边积分即得所证的方梪. 
近来文献中，常用下列 li 号（由狄喇克引进）代表矩 阵元几 

< w|/jmX (11. 17) 

它可看作是由/及初态 j m > 和永态幼 | 所“组成” （这巧 初凇态 i 己号 
与 K 波函数的表象无尖 )+ 我们也可 m 这些记号表出波函数的展 
开 系数： 如果有一组完备的波函数对应于态1叫>,!〜>,*“，则态 
| m > 的波函数対这套函数展开肟，其展开系数可记怍 

(1』. 18) 


①本书中两盔记兮郞川.当闽项 ⑴多个 字母组冗时，用（ 11 . 17 )式衿使. 





§12 -矩阵的变换 

一个给定的物理景，其矩阵元可用不同的波函数组加以定义. 
例如，它可以是各种物理量的定态波函数组，也可以是 M —系统在 
各种不同外场中的定态波函数组.干是就产生了把一个表象屮的 
矩阵变换到另一表象中的问题. 

设心(0和 K (必(托=1，2, …）为两袞完备的正交函数组.彼 
此间存在着以下的线性变换 关系： 

< = 5>咖夂 (12- 1) 
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这不过是夂对完备组九的展开式.这个变换关系式可以按惯例 
写成下列算符 形式： 

0 n = ^^ it (12. 2) 

算符 S 必须满足一定的条件，使得函数组 t 为正一系时函数 
组^也是 TH —系. （12. 2) 代入下列正交归一化条 件中： 

然后栾用转置算符的定义式 (3. 14), 我们有 

二 ^*§^S^dq = d m ^ 

如果上式对所有的饥和《都成立.我们必须有^^=1，或 

(12.3) 

即其逆算符等于丼厄密共轭算符.具有这种性质的算符称为么正 
算符.由于这一性质， U 2. 1) 的逆变 

02.4) 

m 

把 = l 或写成矩阵形式，可得下列彤式的么止 
条件： 
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或 


(12. 5 j 




(12. 6) 
l 

现在来考虑某个物理量/，我们写出它在"新"尜象中的矩阵 
元，亦即相对于函数组的矩阵元+它由下列积分式 给出： 

' K * h 、 dq :: (/ SyK ) dq ^ \ t *5* fst,dq 

= \ fZS ' l } Sf n dq ^ 

可知笕符 / 在新表象中的矩阵 , 等于算符 

A /\ A 

f ^ S' l fS (12,7) 


在旧表象巾的矩阵 ©. 

一个矩阵的对角元素之和称为该矩阵的迹 h 圮作 tr /@ 

tr /-2 / nn (12 - 8) 

71 

首先应该注意，两个矩阵的乘积的迹与乘积的次序 无关： 

tr(/ff) = tr(j/) (12. 9) 

因为按矩阵乘法规则，有 

tf C/ff) = 〉 ■ = 〉：〉 \ Sknfnlt 二 


①如果 ft g \ = - m . 是算符}和$的对 s 规刪 [ h 交换 
一 即对易规则不变.在§ 3的附注中已指出，£是经典泊松括号的 量了类 

比。但在经典力学 a 松括 g 在变量（广义屮标和广义动量）的正则 变换下 保持不 
变；见4力学 >545. 在这种怠义 T , 我们可以说 ，里 子力予中的么正变换.起着汜似于 
经典力孕中正则变换的作用. 

® 陴迹的徳文为 Spur 英文为 Trad 记作或 tr /， 当然迹 F 1 、 有当〜的 
求和式收敛时才能有定义. 
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同痤易 证， 对干多个矩阵的乘积，其迹对闶子的循环置换保持不 
变；例如 

tr(/gft)-tr(^) = tr(g/t/). (12. 10) 

迹有一个重要的性质，就是它并不依赖于定义矩阵元时所选 
的函数组，因为 

(tr/)^tr(5 - ] fS)^tT(S^ [ f)=tvf. (12, 11) 

一 个么正变换，使函数组的模请平方和在变换后保持不 变：由 
(12. 6) 我们得 


< ». j.« £, j 

= S >」 2 . 

t 


( 12 . 12 ) 


任一么芷算符可写成 

其中右是一个厄密 算符： 由下及 + =免我们有 

， S ~\ 


(12. 13) 


把 exp (土 M) 直接展为及 的幂 级数，不难验]下式 成立: 


卜 S]}S 二 \ 


(12. 14} 


当為正比于一个小参量时，上式很有用处，此时（1之14>变成对参 
量的幂级数展开式. 


$13. 算符的海森伯表象 

在上述量子力学的数学表述中，对应于各种物理量的算符是 
作用在坐标函数上，井且一般地不显含时间物理量平均值对时 
间的依赖关系，仅仅 來肖状 态波函数对时间的依赖关系，其公式为 

JiO -^^ q . tyfWiq .^ dq . (13. 1) 


46 



佴在是子力学的处理中，我们还可以采用另一种有所不同佴 
是等价的方式，即把波函数对时 | Tij 的侬赖关系全部转移到算符身 
上.这种海森怕表象中的算符（不 M 子前述薛定谔表象中的算符） 
虽然在本卷中井不采用.但为了相对论埋论中的应用起见，在这 
里把它讲-下. 

我们定义下列算符[它是么 IH 的；见 （12. 13) 式]: 




(13. 2) 


丼中 / J 为系统的哈密顿量.根据定义，这个算符的本很函数就是 
算符7?的本征函数，也就是定态波函数 ^( g ), 此时 


h 

S ^( q ) = e ~^ En ^ n Cq )^ (13. 3) 

根据上式，任盘波函数屯对定态波函数的展 jr •式 （ lo . 3) 可以 
写成下列算符 形式： 

这就是说，算符 S 的作用，是把某一起始时刻的波函数变成任一时 
刻的波 函数. 


按 a 2 * 7 ) 式，定义 f 列依赖子时何的 算符: 


则有 




J(ty = \^*(q, 0)fOW(q,0)dq m 


(13, 5) 


(13, 6 ) 


这就是时间依赖性完仝转移到算符以后的/平均倌.公式 (3. S ) [我 
们对算符的定义基千 (3. 8) 式]. 

显然，（〗 3 . 5) 式的算符对定态波函数而言的矩阵元,就是 （11. 
3) 式所定义的依赖于时间的 /_( f ) 矩阵元. 

最后，（1 3 + 5 )式对时间求微商(假定算符/以及疗本身都不含 
*)， 可得下列 方程： 
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(13.7) 

此式和 （9.2) 及类似，但具有不同的 含义： （9.2) 式是与物理董/ 

八 

对应的算符/的定义，而 7 )式左边是物理量/本身的算符对 
时间的微商. 

多14密度矩阵 

在 S 1 末段指出的含义下，用一个波函数来对一个系统进行 
的描述，是量子力学中可能做到的最完全的描述， 

不允许进行完全描述的态足有的，如果我们所考虑的系统只 
是一个大的封闭系统的一部分.我们假定整个封闭系统处干由波 
函数屮 （？ J ) 所描述的某个态中，其中的 a ; 是我们所考虑的那个子 
系统的坐标组，？是该封阳系统的其余坐标组.这个波函数-般 
讲来不能分解成一个 T 函数和一个9函数的乘积①.因此所考虑 
的子系统本身并不具备自己的波函數. 

设 f 为读子系统的某个物理量.它的算符只作用在坐标组 r 
上,不作用在2上.这 个貴在炉 ( ff , W 态屮的平均愤为 

， ⑽办. 04. a ) 

引进 P ( 〆 ^) 函数，丼定义为 

p(/，oO =\ w *( q , TJ ) W ( q , x ) dq , ( U . 2) 

式中只对坐标组？进行积分; 这个 P 函数称为子系统的密度矩阵. 
根据 （14. 2) 式的定义，这个函数显然是“厄密”的，即 

①耍使 W ( g ， d 能够（沱某… 时刻} 写成这样的乘识，建立尹 ( U ) 态的那呰瀏贽 
心必須 能够对^系统和 Q 系统分別怍山完全砘述.此外，为/使屮 la ) 在随后时刻 
仍便鱿续保持这补乘识形式，封闭系忧的该两邹分还必须投有相乜作用（见込 
呰糸卟现在一个 di 没有股定， 
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( x r a ' f ) — • ( 14 , 3) 

这个密度矩阵的“对角元素”为 

p ( x . x )~- 

上戊确定了子系统坐标组的几率分布. 

应用密度矩阵，平均値？可以写成以下的形 忒： 

■ 

7 二 r Jp < 114 ) 

■ 

其中的/只作用在 p ( 〆 ^〕 函数中的 y 变贵上；算出其作用结思 
后，苒令 〆 =&由此可见,知逍了密度矩阵后.就可以算出描述 r 
系统的任一物理量的¥均悄.根椐这一点，我们述可以通过 p (^， 
W 算出该系统中的物理景采取各种可能饩的几率.因此，对一个 
不具备波函数的系统讲来，它的状态可以通过密度矩阵描述之.这 
个密度矩阵不包含不属千该系统的？坐标组，当然，它实质上还是 
愤赖干整个射闭系统所处的态. 

用密度矩阵进行的擗述，是一种最普遍形贰的量 f 力 T 栉述. 
而波函数的描述不过是这种普遍描述的一种特殊 情形， 也就是相 
当子密度矩阵典有 = 酿式时的怙既这种 

特殊情形与普遍情形之 1 可存在着以下的重荽差别 ® .对 II . 备波兩 
数的一个态讲来，它总是存在着某种完全的测蹵过程，可以在该志 
中测得 It 定的结果(从数学上讲来，这盘味着 V 总是某种算符的一 
个本征函数兄一方两，对只有密度矩阵的那种态讲來 ■ 就不存 
在测景结果可 a 唯-地断定的完全 测鼋. 

观托假定所考虑的系统是封闭的，或在某一时刻戍为封闭的, 
邢末，我们可以导出密度矩阵的一个时间变化式，它类似于 w 函数 


①可以 [ tr . ，个改函数描述的态有时沾 Xj " 纯态'以 k s : 别于 n 能 m 密度垃辟插 
述的态，这种态称为"温合态”. 
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所满足的波动方杈戎 , 我们注箭乳〆〆，『，#)所应满记的那个钱 
性 m 分方程式，在特殊惜形下，当 r 系统具有波函数时，即当 

p(x,iJ C t ,t)=W*(w r t)W(x,f) 

也应该成立，考虑这一点后，就可以使推导过程简化.上式对时间 
求微商并应川波动方程 (s. 1)， nr n 

t) + ihW(a\ t) — - 

c?E 3 1 

- W*(x\ t) 0 - Wt)H r *W*(x\ t), 

式中的 /? 足 T 系统的哈密顿景，只作用在: r 的函数 h 企思同一 
算符.只作沿在V的函数上.式中的 T 和函数显抄 

能分别移到 A 和力算符的后面，从而得出欲求的方松 忒： 

i %9p (ar t t\ t)l9t=(H-H , *)p(x, x\ n. (14, 5) 

假定 W 从 t 、 是子系统的定态波函数组.也就是子系统哈密 
顿景的木征函数组.我们把密度矩阵对这组函赞展卯；这个展开 
式是仏 (A G 和0两函数的一个双重级数> 它的形式是 

p(W) : SS^W，o 

7^- TT 

=S5> (14. 6) 

m Tt 

对密度矩阵讲來，这个式子的作用.相当于波函数的展开式 （10. 3), 
原来的单组系数仏现在被双组系数所代替 . 系数和它的 
密度矩阵-样 M 然是 K 厄密 ”的： 

^nm —^mn^ (14* 7) 

把 （14. 6) 式代人 （14. 4) 式 。景 /的平均憤就可以表成 

7 = SS^| Wt ( x ， i )} W m ( x , t)dx 


或 
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7 -SS 。 丄⑴ = 丄 au ) 

7>i. 认 tn « 

式中的就是物理量 / 的矩 阵兄. 这个式了-和 (11- -0 式相炎 

m. 

〜„这组飧必须满足某些不等式.密度矩阵的“对角允章 r 
p (^ 幻确定坐标组的几率分布，显然必须是一些£显.故桉 cm ) 
式(令其中/=幻，由系数所组成的 k 列二次型 

n 771 

(典 中的^ 是一些任意复 M ) 必须为正釐.根椐;:次型的理论可 
以知逍，此时系数就必须满足某些条件. 例如， 所有的“对角 
量显然必 M 是正 i : 

0^>0, (14. 9) 

而心 K ， 和知 《 任意二量必须满足以下的不 等式： 

I ^mn I "^p (14. 10 〉 

“纯态”怙形 下, 密度矩阼变成两个函数的乘积，相应的矩 
阵敁然呈下列形式： 

^nti = ( 14 . 11) 

现在来指出一个简萆的判据，使我们能够根据矩阵来艸断所 
考虑的态究竟是“纯态”还是“混含”态.在纯态下，我们有 

mn _ ^ mt^kn 
k 

^ ^aXa^alat 

k 


( L ： a ™. 扯成能最衣象中的密度矩阵 ， 用此矩 阵商述系统的态是由1 

布洛赫 I 1抑7年各□独立地挞出的. 
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tsxti ~~ ^trn* ( 14 . 12 ) 

也就 a 说此时的密度矩阵等 f 它 Ci 身的年方. 


§ 15.动 量 

我们来考虑一个不在外场中的多粒 T M W 系统.由干 m j 的 
所有位置对作为、个整诈的这个系统而自郤是等价的，山此 " T 以 
断定，当整个系统平移任一犯离后,该系统的哈密顿臬仍将保持不 
变.只要对任一无限小位 B 讲來这个条件能够得到满足竦够广 
距离为知的一个 X 限小 平移， 桕当十这样一种变换，这卩 I 所 
有粒 f 的径矢是 rAa 为粒 子的编号）都获得 Ini — 增请夂 LIH 
r a - (5 r . 在这种变换下，粒子坐标的任意函数 iKh ， r 2 ，…）啟 
变成下列 函数： 

0{ri ： -Sr,T 2 - \-dr, … ） 二妒 (q ， r 2 , —) - <5r-^Ty fl 0 二 


(l + <3 r .2 V a ) VKri ， r 2 , * 


(对于 r fl 的微分算符 V fl 代表一个“矢量' 它的分量为箅符 9 /^ 
3/3办，3/3心).栝号中的表式 


1 +(3 r . y "! 

a 


是无限小位移算符，它可使00^1^…）函数变成下列 函数： 

妒 〔ri + (5r ， r 2 + dr $ …）. 

所谓“使哈密顿量保持不变”的变换,它的食义是 f 
函数施行这种变换，其结果等 P 先对 P 函数施 行这种变换后 T #把 
算符疗作用在变换以后的0函姣上 . 从数学上讲来.这讨以表成 
以下的形式.令 d 代表“产生 w 上述变换的算符. w \-^ oah )^ 
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- #(~)， 故 

A >1 r\ rt 

OTJ-TIO^O, 

即哈密顿弩必须和益符 6 对易. 

在我们所者虑的愦形下， d 算符就是上而提到的无限小位移 
算符.由于单位算符（这个总符的作用相当于乘以 1 ) 当然和任一 
算符对易，冋时常因子知可以移到泠的前由‘去， 条件 M 
- 现住可化成 

= (15. 1) 

我们已好知避，和力对易的算符(不显含时间）它所对应的物 
通量是-个守恒 E . —个封闲系统由千空间均勻性而导致的守恒 
谩就是该系统的动置（见《力学》纟 7) .因此 （ 1 5. 1) 式表达了景+力 


学屮的动量守恒律； Sv . 算符除开一个常因子外应该对应干该 

a 

系统的总动请,每一个 I 则对吒 T 单粒子的动景. 

▽算符和单粒了-的动量算符$之间的比例系数，可以用过渡 
到 鉍典力 学极限怙形的方法确定之， 它 等千一 

p=-i 在 V <15, 2) 


其分量式是 

L = — ihdfd^c, - — ih9j9y, p z = — ih3/9z 
应用波喊数的极限表式 （6. 1), 我们有 

P 妒 - iUiih ) W\S = WsjS 

亦即算符&的作用在经典近似中还原成为乘以 V 足作坩景的梯 
度就是粒了的经典动罱 P (见《力学》 H 3). 

容 易证明 U 5.2) 的算符确是厄密的.设 VK 4 和炉00足两个任 
念函数,他们许-无穷远处趋 JK 则冇 


(f/P^dx— — ih 


ih V- 1 


dx 


I 



这就是算符的厄密条件. 

对任一函数的两个不 冋变 量进行微商，其结果和微商的先后 
次序无哭，由此可知，动置的三个分量的算符是相互对 易的： 

Pj ? -P 9 P, = Q, n f\P 2 ~P z P g = 0 . ( 15 . 3 ) 

这盘味着单粒子的三个动 i 分 i 可以同时具有定值. 

我们乘求动量算符的本征阬和本征函数.它们是由下列欠量 
方程确定的： 

— ( 15 , 4 ) 

解的形式为 

^ = Oe iin ^ r ( 15 . 5 ) 

其中 C 是一个常数.我们看到，如果同时给出了动量的三个分量， 
粒子的波函数就完全确定.换句话说，； P,，ZV 汍诸量组成护粒子物 
理量的一个可能的完全集合.它们的本征值构成从一 ^到十 oc 的 
连续 If. 

根据连续谱本征函数的归一化法则 (5. 4)，对整个空 

间心）积分应该等于 Mp ^ p ) 函数但是.根椐以后应 
用中即将明白的理由，最好把垃子动量的本征函数们一化成动景 
差除以 2 M 的<5函数： 




或等价于 


也，。 （27rft) s <5(pLp), (1^ ^ 

因为三维 <；函数的 H 个闶子中，耔个闵子为<5[(圮 一 化）/24] 

①矢录 a 的三维 6( a ) 函敗义为它的分 : a (5 函拴之积， mdi ^)= d [ a f ) d ( f 7 w ) 
(5{oi\ 
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= 2^ hd ( j ^ — p r ), H 
利用公式 


2 ,t 



m --d(a) 


(15. ? i 


来积分由此 " Hili 如按 （15.6) 归…化，剕 （15.5) 中的常餃 r 
1® ; 

心 y / M P . r (15. S ) 

粒 t 的仃想波函数 v :( r ) 对儿动 ㊆ 算符的本征函数 m n g 
开，其展式简单地苫丁傅迅叶 积分： 

齡 咖 一° 5 * 9) 

(其中 d 3 p - dp r dp , dp £ ) r 按 （5. 3)式，展开系数 a ( p ) 为 


a (p) "" J ^ (^) (r)dV --- ^ (r) * 


(15. 10) 


函数 a ( p ) 可苕作“动显表象”中的粒+波函数（见彳 5); 
\ a ( iyy ^ p /( 2 ^ hy 足动蛰伉范出内的儿卓. 

正如在坐砣衷象中求出动量算符$的本彳 li . 函数 - H 段们也 
砑在动量表象中 U 入粒+的也标箅符卩.它必须这样定义 ■ 使得 
坐标平均值呈下列形火： 

(1 "- U) 

另一方面，这个平均値可逋过波函数 wr ) 由 r 式 求出： 


k 


① 此入的习惯含夂是， A 乂■:的凡冇式的 A 函数性质 . 

的占心―心函払代人 （ 5 - S ) s 即辟熟知的捭 W 叶积分式 

② 采用51种! H -- 化时，注 愆： 儿率密投10| : --^叩兩数归-化到 DM;d 本 I 
—个拉子' 这种? H -1 L 的-致性并不迠偶然的，见 SB 的戢后 - ti 时迮1 





把 （15. 9 ) 式:的 f ( r ) 代入，我们得(用分部积分法） 

rp (r) = {2rrh) rci(v) ^ i/}i )t>mr d ?} p 

> 

m 

=-(2^rft) ' 5 j We 〕 p D(p) ■■?p]d 3 i> 

用上式及 （ is . 10), 得 

与 n ) 比较，可知动 JI 丧象中的径矢算符为 

r iA3/^p (15. 12) 

在动 J : 裘象中的动迓箅符甽简黾地变成了乘积因 f P. 

最后:我们试闬合表山空 N 平移叫 I a 为有限人（不光怂无限 

小)的 箅符九 . 根据这个算符的定义 f 我们冇 

7\ t ( r ) .:-- f (r i a ) 

把垆 (** 「 a ) 函数展成泰勒级数， 我们々 

}p (r |-a) : .p(r) - a *9^? (r) /3r-f *'* ? 

或若，引人算符办 =— av ， 

^ (r - a ) ^ l + -|- a * p +- i -^-^- a * p ^ + … V ’ (>*) 

括号内的表式即算符 

7\ = e :i/K “ (15. 13) 

这就是欲求的有限大位移算符- 

§16. 测不准关系式 

我们来报导动觉荈汾和巫标算符之 N 的对祕法则.我们知 
3赶.对 A & 中的汗-个变贵求微商! IJ ： 乘上其中的另一个变最 
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(m n 


后，所得的结果和这两种运算的先后次序无关，闽此有 

Ky - h P ^- zP ^-^ O , 

对么，么讲来也有类似的式子. 

推导 A 和^的对易法则时我们有： 

( P x x — xP x ) i }=- - ih - x ~—= — ihip * 

gX t?X 

可兄筇竹的作用结见等-丁乘以 一 a ; 这一点，对么和 
夕以及見和2的对品法则讲來，当然也是正确的， ㈨ 此有7 
P - x ]\ = — ih ， P ff y — y 2\= — ih t ?'\z — zjf J s -- — ih . 

(16. 2 j 

( 1 & 1 ) 和 （ 16 . 2 ) 诸甙可以并写成以下形汶： 

二 一 iHJ) ik ( i , Jc = x ' y ， z ). ( lfi . 3) 

在考察这些关系式的物 pi 盘义及其后 米之前 ，我们先来推守 
两个以后冇用的式子.令/0)为某一坐标函数.由于 
( iV —/&) 0 =—仏 [ v ( iV )-/ vA ] - 一 ik 柄 f , 

所以有 

p/(r)-/(r)^ -ih\f- (16. 4) 

动显算符的函数 /(&) 与 r 之时，也有类似的对易关 系式： 


f(-p)r — rf(p ) - 




这个式子的推导方法和 （16.4) 式相同，式中的坐标算符可以采 m 
(15. 12) 忒，然后在 p 表象中进行汁算即得. 

(16. 1) 和 （16. 2) 式表明，一个粒了沿某一轴的坐标分显可以 
和沿其它两 * 轴的动量分量 Id 时見冇定值；可是，沿同 * 轴的來标分 
量和动覺分量却不可能同吋存作.特别是，粒子不可能处于空叫某 
一冏定点而又冏时具有确定的动贵 P . 


①1925年海森伯发观了 （16.2) 式的矩阵衣式，成为貴子力学的一个起点. 
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设何一个粒子处于某 有限 空问区域内，这个空间区域沿三 
个坐标轴方向的尺度（它的致莆级）分別为 A . ?/ ， As . 再令 d 0 
为该粒 f 的动 i ;: 平均侦 . 从数学上讲来，这意味着波函 数具有 
0 1 ( r ) f 〜〃的形狀，其中的《 ( r ) 函数只有在上述空间区域内 
才地不等于霉.我们把这个於函数对动量算符的本征函数组 
展开（即展为傅！叶积分）.展开式系数是由 （15.10) 式确定 
的，该式中的被积函数呈的形式.为了使这个积 
分见著地不等干零，掮荡因子的周期必须不小干 Ao :， 
A ^, 即不小于奴 r ) 函数不等于零的空间区域的尺度.这就是 

说，只訂当 P 值满足（^)(凡,一；^)心忘1诸式时， 4 p ) 才显著地 
不等下零.屮于沁 ( p ) f 2 决定动量资的几率， a ( p ) 不等于零的各 
种仏，外，外值，正好就足该态中所能找到的粒子动量的各种分量 
值.我 n 用 A %, 代表 0 ( P ) 不等子零时〜知趴所具苻 

的值域，因此有 

〜 ft ， AhA 夕〜 ft, Ap s Az-^h. (16. 6) 

这些式子叫做测不准关系式，它是海森泊于1927年求得的. 

我们看51粒子坐标知道得愈精确（即 Ar 愈小)，沿同一轴的 
动量分量的测不准鼉就愈大，反之亦然.特别是当粒子处于 
空间的某一 &1 定点 (A；r : A 穿二 A 名= 0) 时，则 A/?, ， oo. 

这意味着此时所有各种动童情机会均等.反之.如果粒 TK 冇完 
全确定的动显 P . 则该粒子的位 S 在整个空间内机3均等[这一点 
4以从 （15. S ) 式的波函数直接看出来，这个波函数的模 i 平方与 
唑标变最完全无关]. 

如果用标准偏差来表明來标和动量的测 不淮量 

加 =:\’[(07 — 无 ） 2 ] ， (5^=v / [(p i —p r ) 2 ] 

则可确切求出它们的乘积的最小可能愦 （H. Weyl ). 我们乘考虑 

一维波包,它的波函数依赖下一个坐栋,并为简单计，假定 

• 58 * 



该态中的 Z 和 K 的平均 直都等 f 零+考虑下列明显成立的不凉 
式： 


广 to 


axf + 


d ^) 

dx 


2 

dx^O 


其中 《 是一个任意的实常数.计算上述积分时，注意到 


j^l 0 J 2 dx ― {Sx ) 2 , 


ax ax / 


^ Aipl dx 

dx 




1 


--一 1， 


d\b , 

~ n dx - 


0 


斗 : 


d 2 ^ 


dx 2 


dx 


%\ 


t ：¥ Pltdx = ^ I (dp z ) 2 


我们得 

a 2 ( dx ) 2 - a ^^{ Sf ,)^ Q . 

如这个 a 的三项二次式对所有的 a 侦而言都足正的 T 则它的押別 
式必须芳负，从而给出 F 列不等式： 

dxSp^~h f (16. 7) 


乘积的最小 能值为 此时波包的波函敉呈下列 形式: 


护 =7^ bm exp (如， - t £ f ) a6 ' 8) 

其中糾 和 & 都是常数，这个态中的坐标几申怵为 

⑷ 2 = V72^J^i eXP (- 2(^0^) 

这是对称 r 原点（平均抱3= 0) 的萵斯分布，标准偏蓝为动量 
表象中的波函数是 


aOlr ) 




2 jt 4 


^{ x ) e~ ii/fv)p ^ z dx 


算出上式积分，得到 


— w 
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= 常数 xexp — 座 ■ )」$ -抑) 

W U 的儿率分布 > (凡> 1 2 也是一个对称十乎均値瓦-押的商斯 
分布，掉唯偏差力: : fi /2 Sx 7 所以乘积 Sp ^ Sx 确力 -| ■九 

最后，我们来推导另一个有用的关系式.假定/和!7迠两个 
物理量，它们的算符满足以下的对易 法则： 

fd-ilh (16.9) 

式中 W 是某个物理量 c 的算符，上式右边>所以引 人力闶 
足巾于经典极限（即当 A _> 0) 时所有的物理最算符应该还原成为经 
典没而 彼此对易.故在“准经典”情形下，釕-•级近似时可把 （16. 9) 
式的右边与作零.在下…级近似中，算饤彡可以凡 i 经典迓 c 来代 
替，即有 

这个忒 : f - 正好和 - xp x - 一作相类似，唯一的 K 別是 以以代 
替/妨\闽此我们用关系式 AMh ■^类推 I 就可以得到这样的 

结论，即在准经典怙形卜/和？两个景布 a 下的测不准关系 式： 

!\fi\g 〜 hc, ( 16 . 10 ) 

特別足,如果其中之一为能垃(/ =泣)，并 fi 另一个 泣的 览符 
(… 不显含时间， 则按 （9.2) 式有 c = j 裡经典愦形下的测不准关 
系汊此时变成 

ISS M 〜％仏 (16.1.1) 


①这个绎典砧^鼓垃/和"的泊松柄 t SL § 4 屮的 泔注， 
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第三章薛定谔方程 

§1 V . 薛定谔方程 

-- 个物理系统的波动方程的形状取决 f 它的哈密顿 化所以 
H 仵帚了力学的整个数学丧述中至关重要. 

-个 n 由粒+的哈密顿景，它的形状以根据伽利略相对性 
原 II 以及空间的均匀性和各向冏性等普遍要求来确立 . 经典力学 
中，这共要■致粒子能婧对其动最的乎方依赖 关系/ pV 2 m , 
其中常数 m 称为该粒子的质量（见€力学 W 4 ).量子力学中 ， Nfr 
的要求导致能量和动量本征他 之问 与经典力学相应的关系式，这 
邱 M 现在边卜 1时吋测的守恒景，（对一个由粒子而言). 

如來能量和动鼋的每一本征 m 都满足关系式 E — r /2^ . 则 
能觅和动 迸览符 lii 必定满足问一关 系式： 

n ^^(Pl-\-Pl -： Pl). (17. i) 

把 （ i 「>. 2) 式代人上式， " r 得 K 列形式的 cnij 粒了的哈密 顿最： 

总 〜! f A (17, 2) 

Zm 

其屮的 A = ^/5 x s + a 2 /5 r + 3 2 /^ 2 为拉普拉斯总符. 

无相互作則的多: R - f 系统的哈密帧 M ， 等于其各个粒子的哈 
密顿显之和： 

L + 07.3) 

a 

(下标代表粒子的编号; A « 代表对涪 a 个泣爷的巫标进行微辟 

的拉苦拉斯兑符 X 
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经典(非相对论）力莩中，粒子间的相互作用由哈密頓最中添 
加鈐能项以1^，1* 2 ,…）来描写 T 它是粒 f 坐标的函数.我们在系统 
的哈密顿覺屮加进 N —个函数后，粒子间的作用在量了 * 力学中可 




(17.4) 


第一项可以看作动能算符，第二项可以看作势能算符，特別是对 
外场中的一个承粒子而言，它的哈密顿景为 

//二 p 2 /2 m + t / Ou ) 二 一 丨幻， <17. 5) 

其中的 U ( x , y , 幻就是该粒子在外场中的势能. 

把 （17. 2) 到 （17. 5) 各式分别代入普遍公式 (8.1) 中，町以分别 
得到各相应系统的波动方程. 住 这里，我们写出外场屮一个单粒 
子的波动 方程： 




(17-6) 


确定各定态的 （10. 2) 式适以 K 形甙: 


2 m 


t+ZE-U{x, ?j, 之） ] 垆 = 0. 


0 7. 7) 


(17. e ) 和 （17. 7) 汊足屮薛定谔 : e 1926 年很到的，称为薛定谔方 

守王 * 

对一个自由粒子讲来， （17. 7) 具有以下的 形式： 


2m 


△沴+芯0 = CK 


(17.8) 


当能等干任一正直时，上式具冇在整个空问范 m 内都取 
有限値的解.对十定向运动的各态，这些解还是动觉算符的本征 


①送种说法当然 不足苴 子力孕基本原理的逻辑推断，而可看作是来 C 1 实验的 


推 n 
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函数，具有 E -= pV 2 m . 这些定态的整个波函数（与时间有关的洩函 
数)为 

(17, 9) 

每…个这样的函数(一个平 面波) 描述一个态，该态巾的粒子 Fv 有 
确定的 能量五 和确定的动景 P . 这个波的角颊率为 尽 / A 波灾为 
k 二 P / A ; 相应的波24/ ； p 称为该粒子的德布 罗意洩 长®. 

由此珥见，一个自由运动粒子的能谱是连续的，从岑-.辽伸 
到 I %,其中的每一个木征阬卬= 0除外）都是简并的，并 R 简汴 
度为无限大.实际上，对应于钽一个不等千#的£^^存在着无限 
多个 （17. 9) 形式的本征函数，这些 函数具 苕相冏的动量绝对倚，但 
有不 W 的 p 动景方向. 

我们来追究一 I " 薛定谔方程如何过渡到经典力学的极限情 
形，为简单计，只考虑外均中的一个单粒子.把彼函数的极限表忒 
(6.1 ) f f :狀“ 〃'代 入薛定谔方程 （17. 6)，求微商后，叮得 


-^-△a+tra = 0. 
2 m 


tH V5*yo 


2 m 


这个火 f 中含有纯虛顼和纯实项(注意 S 和 0 都是实是)；令闲者 
分别地等 T 霉，得以下两个方柷 ： 

卿= 0 ‘ 


第-式中略去含打 V 之项后，得 


与一个粒子扣关轶的一个波的概念足由 L , 挖布 Pf 132 J 年#先提 


出的. 
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； U -0, (17.10) 

3t 2 m 

这个武子就是单粒 子作用莆 s 的经典哈密顿-雅可俾方程.附带 
还可以苕到，当 A->0 时，经典力嗲在计及各黄的 A —次幂 （不 只是 
零 次驿） 的限度内是成立的. 

以上所得的第二个方程式乘以 2a 后，4以改写成 K 列形戎： 

寄 +div(W 普 )=(). (17. 11) 

这个式子具有一个明显的物理 含义： &为在空间某点找到粒 -f 的 
几率密度 （ 1沪[ 2 =0 2 ) ;V*87m = p/m 为粒+的经典速度 v. 故 （17. 
U) 式就适连续方程式，它表明几率密度按经典力学的规律“运动 
咎”，并在毎一点具也经典速度 v. 

例 题 

试求伽利略变换_卜_波阐钕的变换规 ft, 

解.光求-个自由运动粒 T (平宂敁）波确数的变唤趾忭. FtlTfErls^ 
m ， 玎按平阳波欣汗，求扔平而哎的殳换观 斤后， 就时求 mdm 故的变 
换规 m. 

在参考系 A 〃和 JT々（JT 相对千夂以速度 v 运动）的平而汶 为： 

_ f ^ ^ 

-•： il + r - A ! ■> , J-lp T - £ 

卩 = 常玫 .e h - ，妒 = 常数， C _ 

山 T r = ， + V / , 阏个参考系屮 h 粒子的动.设和能垃丸存下列又系 ■:见 <:力学> 
§ H ): 

p = p + m \\ E = E f -]-\^ fJ r ^--^. 

把上列 r，R 五 诸及 式代入V中 . 可得 

^ {t, t) ~W f (r\ ()eKpf -^mV * ( r' + ) 

:■存 V 2 

™ W (r — VW) trxpr 冬 〔mV . t — ^-mVH ^1, (” 

L ^ V ^ /J 

这个灾■户 a 不匕苦表他拉爷白山 w 动的参 i 从而确」 v: 了所求的 a 怠志的权 
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子波函数的-戕变换规律，对多粒子系统而言， （1) 式屮的指数幂包含对所 
打的粒+班和 . 


§18. 薜定谔方程的基本性质 

薛定谔方程之解所应满足的条件，具有十分普遍的性质.首 
先.波函数在整个空间内必须玷单怙的和连续的.即使在势场「 
O 幻本身具脊突变而的愔形下，连续性的要求仍应满足.在这 
样的突变闽上波函数及其导数都应保持连续.如果势能起出某 
一界而时即呈无穷大，则在此界而上异数的连续性条件不再成立. 
一个粒子枨本不可能穿入一个0的空卯民域内，也就是说 
办:该区域各处必须有 ^-0. ^的连续性竞味着垓区城界面上的少 
等 干零; 可是在这种情形下 ，少的 导数一般讲来是不连续的. 

如果势能 f/(AL 4到处冇限，则波函数在整个空间内也应该 
到处冇限.如果 Q 在某一点趋向无穷大， 怄 其趋势不超过 
l / r * (而 .^2), 则波函数的奋限性条件仍能得到保持（可再参阅 
S 35) . 

设为幻函数的最小 fl 由于黾粒子呛密顿量等 
千动能算符(宁)和势能算符两项之和，任一态中的能是平均俏$ 
应读等千宁 i - R 佴因算符(它相当于一个 Q 由粒子的哈密顿 
_置）的所冇本征依均为正值；故其平均值我们还记得明 W 
的不等式0>%^ 即嗬方 由于这个不等次对任意态都 
成立，它对能暈 I 的所有本征值讲来显然也是成立的： 

E〉V mUi . (18- 1) 

我扪来考虑运动于外场中的一个粒子，该场消失干无穷远处； 
可以按照通常的方式，定义 U(.H O 函数在无夯远处的惊等 T 
零.很容晃希出，能 i 的负本征侦将皂分立谱,也就是说 ， 在无穷远 
处等于零的场中，所冇开<0的态都是朿缚态.这 是因为 ，连续谱中 
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的定态都对应 丁无限 运动，这些态中的粒子可以到达无穷远处 
(见 §10). 在足够远处场已可忽略，该处的粒子运动可以看作 Q 
由运动；而自由运动的能量只能是正量. 

能置的正本征值，反之，将构成连续谱①，并且对应于粒-了的 
无限运动；因为疋>0时，薛定谔方程（在以上所考虑的场中）一般 

讲束并不存在能使积分 J \^\ l dV 收敛的解. 

必须注意到这样一个事实，在量子力学中，有可能在 E < U 的 
空间区域内找到作冇限运动的粒子；其几率4 | 2 虽随粒子进入该 
区距离的增大而很快地趋于零，但在所冇的有限距离内它并不完 
仝等丁零.这种情形和经典力学根本不同，经典力学中的敉子不可 
能进人的区域内.这种不 可能性 是由干时动能变成 
负值，亦即速度将成为虚数.在量+力学中，动能本征值仍为正 
俏；但在这里不会引起矛盾，因为 f 如有某一测量过程把粒子定域 
于空间某一固定点，那么这一测量的结-杲将使该粒子的态发生改 
变，使得这个粒子根本不冉畀有仟何确定的动能. 

如果在整个空问内幻 >0( 同时在无穷远处有00)，则 
按不等式 （18. 1) 我们有另一方面，由十 OOfQ 能谱是连 
续的，由此得出结论，这种情形下根本不存在分立谱，也就是说粒 
子只能作无限运动. 

假定 G 在某点（我们取作原点）按下列方式 趋向一 

(a>0) (18.2) 

我们来考虑一个波函数,它在原点附近的某一(半径为^的）小区 
域内取布限值，在这个区域以外等于零.这种波包中粒子的哏标 
测不准值與有 h 的数量级；故动量的 测不准 值为〜该态中 

① 应该声明 ，对 某垵特 殊狡学 形状的 tv 函数而言 〔并 不美有物理意义)， 

这个 连续谱中可能要占掉 些 分立的 数值. 
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的动能平均值具哲一 &的数 量级，而猙能平均値 为〜一 先 

mri 

假定 s >*2, 则动能与勢能平均値的和 

K^imrl -ajrl 

当 n 足够小时可取任惫大的负値. 可是， 当能 I '平均直能够取这 
样的数值时，就已意味着能量本身具冇负的本征笸，井且这种本 
征值具有任意大的绝对植.在原点附近极小空问区域内运动的粒 
子，对应子很大的那些能级.它的“基态则对应下处在原点 
的粒子， B 卩“落”入 r -0 点的粒子. 

但如 SC 2, 则 能量本 身不能等于任意大的负值.从站一有限 
负值丌始将呈分立谱.粒子在这种情形 K 并不“落”入力心.要指出 
的是，在经典力学巾，粒子在任意的引力场(即 s 为仟荭正值的场） 
内原则上都有可能“落”入力心 . 2 的情形将在 S 35 专门趼究. 

典次，我们来研究能谱的性质如何依赖千场在远处的行为，假 
定 r — co 时势能为负，并按(】8. 2) 式的规律趋下零(现在该式中的 
r 很大).我们考虑一 个波包 “充满”在半径为 r “ r 0 很火）厚度为 
Ar « r c 的球原内.則动能的数 置级为 FXAr )、 勢能为 - a / rS . 
我们增大 r p ， 冏时使 Ar 的增大和 r 」成正比.如果心 C 2, 则 n 足够 
大 N »( Ar ) 2 — a / rg 变成负怙.因此就有负能贵定态的出现, 
这神定态中的粒子可以在远离原点处被找？^并具冇不小的儿率. 
这就意味着，存在着绝对值为任意小的许多负能级（必须汴意到， 
U>E 的空间区域内波函数很快辿表减到零).因此在这种情况广 
分立谱中含有无穷多个能级，它 C ! 愈来愈密地挤叫的能级 . 

如果场在无穷远处按 一1/ W 的方式消失，而 s >2 f 那就不存 
在绝对值为任意小的负能级.到绝对值不等于零的某一能级为 
止，分立谱就宣告终止，从而它的能级总数是冇限的. 

不含时间的定态薛定谔 方程， 以及所加的求解条件邡是宪的， 



故其解 0 总能取成实闲数® 那呰⑴ 尚并能级的本彳 I [通数，除了 
一个不 h 要的周相函子外，都 ri 动地等下实函数. 这-足 闶为 〆 
和0既然满足卩 d —力程，，也应该是属： FM —能是本征沿.的一个 
本征函数；如果泫本征 M 无简并 . 圳0和 0" 必须基木扣同，也 
就是说它们只可能相差一个（榄 i 为一的）常因子.属千问一简并 
能级的邱些波函数不一定都尨次函数，但对它们进行适当的线性 
组合后,我们总可以得到一絮实 函数. 

含时间的完倍波函数V则由系数中出现 i 的那种薛定谔方程 
确定.这种方程当#换成一 f 并加以复共轭后，仍能保持原柬的 
形忒②.因此我们总可以这样选取函数V ,使沪和差一个时 
间符号. 

如所周知，经典力学方程对时间反演变换保持不变，亦即时间 
反号后保持不变.在量子力学中我们宥到，两种时间指向的对称 
性表现在，把 （ 换成一（同时把 W 换成波动方程具有不变性. 
但是应该记住，这 m 的对称性只是针对方程而言的，不是针对景了 - 
力学中具有基丰意义的（我们已在§ 7中徉述过）测贷槪念本身而 
言的. 


§ 19 .流密度 

经典力学中，一个粒子的速度 V 和其动量的关系为 P = mv ， 
我们预料,在量子力学中，相应筧符之间类似的关系汉也能成立 . 
送一点不难址叨，只要根据算符对时 M 微商的一般公式( 9 . 2 )，算 
出算 

v^a/A) iHr-TH)* 


( y . 这个坨断对处干磁场中的系 统阱来:牛不 成立. 

© 这 M 巳舒假定了势能 [/不 ii 含时 jf ] : $系纹戍_封闭尖_处于< IP 磁场的) 

V 定外⑤中. 
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应圯 （17. 5) 式的#和 （16. 5) 式.便得 

v = p /(19* 1 ) 

这个哭系式，在速度与动量的本征值之间，以及这两个最6:任一态 
屮的乎均位之间，显然都是成立的. 

一 个粒予的速度和动舅:一样，不能和它的屮标 W 时具贫定値. 
但是速度乘以无限 短时间 ㈣ 隔…后，等干心时叫内的粒子位移. 
故速度勾坐标不能冏时存在的允 义为： 如來粒子在某一时刻处于 
々间某一固定点，那末，该粒子即使/十:无限接近的陡后时刻岜不柯 
孔奵确定的位 S . 

八 设 .f(r) 为粒了-径矢 母的 一个函数,我 (H 来推异 iH 叫微 A 算符 
h .; 」 个省用表式.注尨/和 t /< r ) 对艮 a 们有 

h (厂⑻ （ A /- //?) - ^( P 2 /-/ P 2 ), 

应用 （ 16 .幻我 们可以$出 

p 2 /- p*(/p mf ) 

应 : ( t)f f / ly/)-p 

代人? 的表忒中，叩得欲求的表甙： 

: ▽/.&), 00.2) 

其次，我们来找加速度算符.得 

— v/O = -4^7 p -- dT ，0 

h mn ?nn 

[ W 中除 r ( r ) 外所冇各项部和 P 对易：应用 （16.4) 式， 找们得 

wv ■= - W . (19-3) 

这个算符方杩和经典力7:中的运忒方程(牛顿方程)爲冇完全相 
冋的形式. 

f 对某一和限体枳〖/进 n - 积分，等丁 Ye 垓体积: v 及现 
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粒子的儿率.现/+:采计算这种几率的时间微商.我们有 


d f 

^ ^ y 


^4 f (平 fl * W * — W * HW ) dV , 
ft .1 D 1 


用下式代入 

H=fi* = - (ftV2m) △ 」 r; (: ru)， 
并应用下列恆等式 


叶得 




兰 f i ^|^ F--f divjdr , 

V J V 


式中的 j 代忐下列矢量 ® 


j = (护 — 妒 ，▽妒 ）=/ (识+ 妒） （19 4) 
Am Zm 

对 < Uv 〗的积分可按從斯定理变換成为对封闲面6(体枳 F 的表 
面）的 m 积分： 

\W\ 2 dV^-j> i.df. ⑽ 5) 

ill h 式可知】矢捷可称为几率流密度矢量，或简称为流密度.这个 
先鼍的 断积 分等 P 舉位时间内粒子穿过该面积的几率.矢量）以 
及几率密度！ V P 满足下列方 程式： 

+ divj = 0, (19. 6) 

这个方程和经典连续件方程相奧 U 

h 由运动的波函数 [ U 7. 9) 式的平面波]可以这样 来妇 一化， 


①如把 f 写成 I 屮 [ e !a ，则 

卜土刚 1 和 

in 
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使它所描述的粒子流菸有单位流密度（每单位时间平均有一个拉 
子流过一单位截面).这样的波函数为 

W = -“陶 … r 、， (19-7) 

〜’幻 

其中为粒子速度，因为把上式代入〔19.4)得 j = P / m 〃， 这坫沿运 
动方向的申.位矢量. 

値得指出的是，如何从薛定谔力程出发直接证明不同能姬的 
状态波函数的相互正交性.设^^和^为这样两个函数，分別满 
足以下 方程： 

— (O 1 i2m) 伞 m — 

- (舻 / 2 m ) A d 以： = E 具 

笫一式乘以笟二戎乘以后，相减 

( E m — E n ) ^0* = ( A 2 /2 m ) — 

上式两边如果对整个空间积分，式右 M 〗 高斯定理变成新积分后等 
于零，我们就得 

{ E m - E n ^ t ^ tdV -- 0, 

因 d 假定 E ^ E n , 故得欲求的] K 交关系式 

\ t ^ tdV =0. 


§20. 变分原理 


般形式的薛定谔方程 iH 二 E 免 可从下列变分原理 


(5 


m 

f ' H — E ) \ f } dq ^0 

A 


(20」） 


获像由于 f 是复函数， f 和 0 可以独立变分.对 ，变分，得 
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S^^(H-E)i；dq = 0 } 

■ 

山于 dp 是任; a 的，结果就得欲求的方程式 rh = Fhp - 对 t 变分 
并不能得出新的结果+因芳，对 々变分 ，并用泠算符的厄密性，得 

I* fm 

\ ipU ； fl - E } d ^ dq = ( ir - E )^ dq ^ O , 

*■ - 

di 此求得炱共轭方程 合、 * ，广. 

(20. 1) 式的变分原理要求该枳分采取无条件极仿.这个原理 

也可以川 V —种方式表述，只要把茗羁作此 M 题中的拉格朗 U 乘 

- IV 并 ih 下 A 求取有条件极值，印 

w 

d ^B^dq = 0 y ( 20 - 2 ) 

宂附加条件为 

■ 

♦味， dq ;\- (20-3) 

y 

积分 ( 2 0. 2) 武 [異 有附加条汴 (20. 3)] 的最小值说显能 M : 的第 
一个本征值， 即某 态能 M 值私.给出该极小值的0 函数就 是接态 
波函数 心 0 ①. ji : 它的定态波函数心0^0)只对应 T 陔积分的一个 
极依，但不足该积分的真实极小值- 

报据积分式 （20. 2) 为极小值的条件，堤想求得仅次于基态的 
能请惝軋及其波函数心，我们必须局限于选择这样的0函数，它 
不抖满足 (20. 3) 式的归一化条件，而 II 要满足与基态波函数的 

正交 条件 ： \ tw 4 V = 0. 一般讲来，如果前而 w 个态（按能贵通增 

的次序编号）的波函数心 ，…， 为已知，下一个态的波函数 
除了使积分〔20. 2) 等于一个极小位外，尚有 K 列附加 条件： 

①本节以卜各段』||我们假定^戕凼数为尖 函奴； 它以总能选成 灾心数| 如呆没 
冇必场的诂）. 
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妒 dq — 1， — (m ■ 0, 2," 一 1)* (20. 4) 

bi V 

在这甩我们给出控干普遍定理，这些定浬都可以用变分原理 
加以证明①. 

基态波函数扎对任意冇限坐标值而古不会等 T 零力（或称无 
节点) .换句活说，趴在墼个空间内具有相同的? H 由千这一点, 
与^正交的其它定态波函数 免》0)、 必然具冇节点（如果 

有恒定的符号，则积分不会等于零）. 

其次，从…无节点这个率灾出发，可以证明基忐能级不会冇 
简并.如果不是这样，令趴和 W 为对应子&能级的两个不 R ] 
木征函数.则任一线性组合畤仍是軋的一个木征函数; 
m 迠适当选抒^ c ' 常数，可使该函数_伟空中仟一指定点等十零, 
这就是说，得到-个冇节点的本祉函数. 

如果运动局限 T ，个有限的空 「Nl 区域内，_在该区的界面上 
一定冇， 0( 见自 18). 用变分原理求其能级时，应泫根椐这个边 
界条件去求积分 (20. 2) 的极小 R. 在这种佔况下，届态波闽数无 
节点的定押的念义是0。在该区内处处不等 f 零. 

要注意的坫，当运动医域的尺度遥渐增人卩七所有的^能级 
都随之减小；这是因为运动区域扩大时，使积分为极小値的那呰波 
函数的定义域也随之扩大， K 结釆只能使积分的极小値减小. 

多粒子系统分立谱能级的下列忐式 


① 关于本征函数零点定砰（可见下节）的证明，可 畚考： M.A. 拉弗梓契叶火 
等芾 c 变分学教裎萵等教宵出版社， igh 年版，第九章； R . 河朗 . a 希们尔特著 
<数学物理方法\第--卷,科学山版社，年版，第六审. 

② 这个定理（及其沣出的推论），对冏赉垃子系统的波阐数讲來，一般 片小 1成立 

(参考 § 63本段 >. 
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可以化成男一种更便子实用的形式.被积式第一项中的下列表式 
nT 以写成 

^△ a 0 = div a ( f ▽一）一 （ V » 2 . 

div fl (V;V，） 对整个空间积分，可以化成-个无限大封闭面上的面 
积分 f 由于分立谱的找态波函数在无限远处足够快地趋于零，这个 
积分就等于零，故 

- + W ] dq r (20, 5) 

J J i. rt 」 


§ 21 . —维运 动的一 般性质 

一个粒子的势能如果只依赖子一个坐标00,则波函数可以丧 
为一个 r 和 Z 的函数与一个只含 Z 的函数的乘积.前-个函数, 
由 n 由运动的薛定谔方程所确定,后一个函数，则满足以下的一维 
薛定谔 方程： 


替 °* ( u - 1 ) 

这样的一维方程昆然可以在勢能为 C /(>， ％幻 U ^ y ) -v 
- U ^( z ) 的问题屮得到，该 M 题中的势能「|了以分解成为若干个只 
依赖卜中个坐标的函数之和.我们将在卩 22 — 24 中讨论这一类 
“一维运动”的 I 乍多实例，在本节中，我们要事先阐明这类运动的苦 
F 普遍性质. 

首先要证明的是，一维问题中所有的分立谱能级均无简并.为 
了证明这一点，暂 时假 定以上的说法不成立，并令 A 和恥为厲 T 
-能蛩值的两个不 W 本征函数.由于它们都满足 （21.1) 式，我 
们有 
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也 = —芯） -- W7 心 

或— = 撇号代表对^微商） . 此汉积分得 

W 心一 常数. (21.2) 

由于在无穷远处 心二 6 = 0,上式中的常数必须等于零，即 

V，i 垆 2U/2 =0 

或 W/A 洱积分一次可得常数这就是说这 

两个函数基本上相同. 

对分立谱的波函数 PXr ) 而言存在着下列定理®(称为振荡定 
理)： 属子第 (« + D 个能级昃(按本征情的递增次序编号)的本征 
函数 0 n O ) 共有《次等 f 零（对 z 的所有有限值 ® 而言）. 

假定: r—±oo 时 C/O) 函数趋向有限值（但£/不一定是单调函 
数）.我们令极限值 G( + co) 为能量的零点[即令 C/( + oo)=0]， 
并把 tA - ^)写作％,假定 f7 a >0. 分立谱的能量值应该介 丁这样 
的値域中， 使得具 有这咹能 IH 直的粒子不能运动到无限远处；根据 
这一点 f 该能显必须同时小于 I7(±oo) 这两个极限他，也就是说必 
须是负值： 

丑<0， （21. 3) 

当然，4:仟何情形 F ， 还必须有也就是说,; 7( a) 函数至少 
要有一个裉小値 

现仵来考虑小丁 ％的正能量 植域： 

OKU 0 . (21. 4) 

这个惝域内的能谱将是连续的，粒 了在 相应的定态中作无限运动， 
向着: r 二十 oo 的方向行进.很易看出，这一段能谱屮没有一个能 


(1) 见5 20巾第二个附注所列的参考书. - —译者注 

(2) 如枭粒子只能处于 z 轴的 芄一有 限冗间内，我彳 i ' i 应该在该匕间内考虑 t >、' X ) 
的这些苓点. 
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级足簡儿的,耍 iiiWi 这一点，只耍注意3函数 t 和 h 只仏-•-个 
无匁远点苫 T 岑时 ( U 故怙形下它们迮 _ oo 时趋』•‘•零)__ 
(对分立消）绐出的证明仍然有效就足够了. 

当 z 等下足够大的正値时，我们可以略去薛定谔方程 m . 1) 

中的 

W +_^ = 0. 

这个方程式具侖平面驻波形式的呔函 数解： 

^ =■ fifcos (1'jtr 7 (3) , (21. 5) 

其中的 a 和6都遇常数，而…作祢力波数.这个 
龙 - f 确定了 （21.4) 式所示的连缲谱 m 域中祁简并能级（当 
f CO 时）的波 函數渐 近式 . a w 等丁足 够人的负值时，薛定谔 
方程成为 

r '-^— iUr - E )^^. 

^ -^时不笠 r 无限人的解为 

沪=6广'咒中 /f = yx /2^((77 ： r 70. (21. 6) 

这就是波函数为一 con >] 的渐近式.由此吋兕，在/?<£/的区 
域内，波函数按指数规律递减， 

最后，当 

E > U ri ( 21 . 7 ) 

时能谘为连绒，并且正负问个方向都足无限运动.仵这一段能谱 
中，所冇的能级都是双茧简丼的.这是因为相应的波函数由（ 2 [1) 
式的一.阶方程所确定，这个方程忒的两个独立解部能满足无穷远 
处的那些必要条件（例如在上段所述的怙形下，其屮的一个解由于 
a ：->- co 时变成无穷大而 波拋 弃） . H ; CO 时波函数的渐近式为 

妒=0^」工+«#一“％ (21- 8) 
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a *— — oo 吋也有类似的渐近式.式中的项对应干向右运动的 
粒子， e _ 心 对应千向左运动的粒子. 

我们假定 Pb ) 是一个偶函数[即 U (^, 此时屯标 
反号后薛定谔方程式 (21. 1) 保持不变.由此可知，如果忌该 
方程的一个解，则 0( — ㈡ 也 是该方程的一个解，丼 II 和只差 
—* 个常数因子：少（一 r ) c ^ pM - 再把; r 反5 -次， 1 可得 V ，( z ) = 
= cXa ;)， 故 c = 士1.闶此，对子具冇对称形武（对; r -= 0点对称） 
的勢能讲來，定态波函数只能是偶函数 [以 一巧二 V ， G )] 或奇函数 
= — .特 別是，它的基态波函数-定是偶函 数：因 
力这个蛐数必须无节点，但奇函数在 r -0 点总是等于霉 lf (0) = 
—… 0 ( 0 ) - 0 ]. 

-维运功的（连续谱中的）波函数的归 一化问 题，有一个简黾 
办法，可以从|4位很大时的波函数渐近式出发，直接求出它的 P 
一化系数， 

考虑沿艰方向 m 方向）作无限运动的波函数.这个波 
函数的 n —化积分式当 ^co 吋是发散的 Or —— 〜时波函数指 
数式 K 减，使得积分很快地收敛 ）. 闶此，仵求归一化常数的时候， 
我们可以把0改成它(在 T 为很人正值时)的渐近依，然后再进行 
积分，积分的 F 限可取^的任一有限位，譬如说取 r = 0;这种做法， 
相当于在无限大值中略去了一个冇限值.我们来证明，当波函数 
按下式条件加以归一化后（式中的 P 为粒子在无穷远处的动景）， 

MVV 心=占祕 （p — ]/)， (21. 9) 

, \ 2^tn / 

①这个 U 论中，己经瑕定这个定态是役布简并的.这就是说，沿两个方向的运 
功都不足无限运动 + 要不然，反兮时， M 千所考虑能级的两个定态波函数可以祀 
互变换.在这种惜形下，定态波茧数 M 然不一定都是偶函数或奇甬数，但对它们进行 
适当的线性组合订，总是可以组合成为偶幽数或奇幽敌. 
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它的渐近式必呈 （ 2 〗. 5) 形, L 并让艽中的 ^-2： 

寸产 2 ⑶3 (kx ^~- + J ) + e -(21 , !0) 

把 (2 L 〗0)式代人归一化积分式 f <^ vi ： r 中，我们不去验证 

这两个函数的正交性，只要假定式中 的多和 2/十分接近；因而可 
令？ > = &' (一般讲来6是 P 的函数).其次，在被积式中，我们只保 
留 P - Y 时积分为发散的项；换句活说，我们把含冇#因 
+的项略上不计.因此"丁得 

f 0 p V T ~ e iCkt ~^ ]2? dx -r e iUi ^ h 

j * u ■[) +. —«» 

按 （〗5*7) 式，上式与 （ 2 ]. ⑴式相冋. 

根椐 (5. :^)忒，6乘以 卜列因子后即 变成对能量的 <5函数归 
—■] 匕： 

/d(p/2nh)Y' 2 _£ — 

\ dE / ^/2^hv 9 

式中〃造粒子在无穷远处的速度.所以 


- 一 / t *• «t ^ > I . p 

〜/ 2 nhv 




( 21 - 11 ) 


上式驻波屮每个行波的流密度为 h f H 我们就得到以下的规 则: 
对单方向作无限运动的波函数而吉、要归一化成能量的 <3函数，可 
以先把该波函数的渐近表忒写成两个向相反方向行进的平面波之 
和，然后选择归‘化常数，使得向原点（或离开原点）运动的那个平 


而波具有几率流密度 V 2 施 

同理，对于左右方向都能运动到无限远处的波函数而言，也可 
以得到一个类似的归一化法则. 如果对 从^= -- o ° 处运动到原点 
以及从^ = 一0处匕动到原点的两个平_波讲来，它们的几率流 
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密度之和等于 1/2 ^那末这个波函数就是已按能量的 <5函数 iJ-J 
一 化的波函数. 


§ 22.势 阱 


作为一维运动的一个简黾例子，我们来考虑方势阱屮的运动, 
也就是在图1所示的 UU) 势场中的 运动： 时沿 U(，）=0. 


: r <0 和 x^>a 时有 U ( x ) = U ^ 
当 oc /。 时，我们冇-个能级 
为双踅简并的连续 m . 

在 ( XKa 区域内，薛定 
W 方椏为 


敁然，时能谱是分立的.而 


! 

1 

1 

U ix) 



r r 



L， D 


Q 

m 1 


( 22 . 2 ) 


r + 2 ^ p '，0 (22.1) 

(撇号代表对 a 微 商）， 勢阱以外的区域内有 


在 J 7-0 和 r = a 点处，以 b 两忒之解及其导数均须连续，而 (22.2) 
式之解当^=土^时必须保持有限（对万的分立谱而言，它 
必须等于零）. 

对£/<：%而言， （ 22 . 2 ) 式在无穷远处为零的解力 

垆常数 xe 干'其中 K = ( 22 , 3 ) 


(指数上的一号和+号是分别对^>^和^<0两个区域而言的）. 
E < C 7 b ) 区域内发现粒 T 的几率|化_ 2 作指数忒递减.势阱边上的 
中和，的连续性条件，为方 便计， 讨用 P 及其对数导数的 
连续性条件来代#. il ■算 (22. 3) 式，可得下列形式的边界 条阵： 

垆 7 殄 ( 22 . t ) 

我们不在这里讨论势阱深度 R 为任盘值时的能级问题（见例题 
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2 )， 下而只对无限岛势增 (％今 ⑹这一极限怙形作出 iY : 细分析. 

当17。= ①时， ^ 18中已衫指出，粒子只能在; r 二0和1 = «两 
点之间运动，这两个端点处的边界条件为 

伞一 ~0. (22.5) 

[很易证明上式也可以由一般条件 (22. 4) 式得出.因为 C / D — co 时 
㈣ 时有〃 — OD , 从而有 — 由子，不能等干无限大，故 
0 = 0]. 势阱之内的 （22. I )式具有以下形状 的解： 

ip = csin (kse f ij ) ，其中 A ?= v 写 . (22. 6) 

h 

由时 0 = 0 的条件，得 ft =0, 再按 M —条件， 在欠 =0处给出 
shita 0,故左 a = m ( K 为一 [ Fi 整数①，从1 开始) 或 

E -=2^ n ^ 沒 =1,2,3,… （ 22.7) 

这个式 T 确定了势阱中一个粒了 的各种 能级.归一化的定态波函 
铰为 


0 n __ ^/—^ in { jtnx / a ). 

t a 


( 22 . 8 ) 


根据以上的结果我们可以直接写出一个粒子在直角"势箱”中 
的各种能级，该粒子在这个“势箱”中作二维运动：几势能当 0 CT 
< cz 7 0 C ^6 f 时为 f / = 0 T 仵这个区域以外为 f /= oo ， 实 

陆匕这种能级等十下列和 贵： 

凡 w = &么+誤+^ _ )’ （ w i ， 化，％ = 1, 2, 3, "0， （22. 9) 
相应的波函数等千下列 乘积： 





,； 8 
^ abc 


jzn ^ 

sin - sin 

a 


^ n -2 


( 22 .⑼ 


a ： n - C 时捋有 p 恒等于零， 
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tfl (22, 7) 或 (22. 9) 式可知，艰态能蟯 A 的数 ㉗ 级约力 
I 为泣 f 运动区域的线 n 尺度.这个结站和测不准关系浅相-致: 
"1 坐标测不准 M : 约为 Z 时， 动坩的 测不准 H 因而动景本身的数葡 

级约为 fi / l ； 相应的能贷均为1(以〗） 2 . 


PrT 


1. 扑 : 无 W 深的方势帅中 - 求忍柁 Y • 的各种动帛 : 谪的 H 韦分布， 
解 . （ 22, 8 ) 式的訶函毖木征兩数厄 TfG 的吆汗 ■ 系饺 MW 为 


fil 


- \ sm —— x le ' 
a * ,. V a 


«■> = \wo 

积出 ]^ Kfi , 洱求 其拔! A •平方.即得下列几申分布: 

!«^> !^-?v 


nV ：,： 


pr dx . 


Asrh^a •: po r 

:-- (** !* " - ft JP 

2, tS ( p ¥- H 〒 2 h ’ 


2. 求图 2 中你阶 - 的能级， 

解. 我们.专虑的分立济.方<0 
EM 内的妝闷攻为 


♦ x q 〆 1 ' 其巾 〆 . = -^-V 2m {U { — E") 
x^a [^拔内私 


今 =c 2 e”“' j 1 、: 屮 rt： 3 ― .^~\/2m (f7 2 — E), 
势阱内 0<C^<a)ffy 妒可取下列肜式： 





U ( x ) 

i 

i 


u 2 



A 



a 


x 


图2 


A 


^ — c yin ( hs ;-\- d }, 其中沦 = 

稂居 势阱边上: m ^ mr \：^?\--, n 
kcUjS — K t - k 2 1 kot ^ ( fii + <5) = — tx t 


2m E 


2 m 


6%-/ l - 


成 


sh\d 


kh 

^ 

2 mU 


sin ( ka -\- d )= 


__ kft _ 

\/ Zm (~2 


mi ； din, 彳: rK 列超越方杠 : 


* SI 



!crt = u ^ — ar ^ si r \ 




\/ 2 mU 


arc s]n 


V'2ml: 


(I 


(炖中 ml n 2, \ …，反」 H 弦函数所取之侦介丁 • 0 到+ 7之间\ h 式之根确 


定了能级平 /■■ 2机对毎一今 


般讲来 R 有一个根；〃挹按能级的递 


山千 Rf 弦 m 数的宗货不能超过^仇显然只能介-丁-0到^ / £^_; 1 /方之 
冋.（ I )式的: V :边随& 眇调 地增大，该式的 B 边却随&单调地减小.因此 (]) 
xt 信根的必耍条忭 Xi 式右 W 该小于式左 . 特别 L 由 

1所得的下列不节式 


^5^2 〆 w 

A 2 


in V ^-， 


⑺ 


给出了驴屮至少存在个能级的条件.由此可^，给定了不相等的 R 和 G 
后，总可3找到 ■ ■个 很窄的阱宽 A 使得该咻中不能存在分立能级.对 
u 2 而吉，条件 (.2) 总能得到满足， 

仏二 t/ 2 =L_「 D ( —个对称势阱）时， （1) 式可忆成 


arc sin 


，2 mU 分 2 


in 7 z 一 led ) ， 


< 3 ) 


引进奄 R 为夺数时，仍下列方稈: 


^ os ^ = ± y ^, 其巾 V 


n 


2 


⑷ 


0 V mU 

上式应取的裉，为偶数时，可得 

mu |= ±y| (5) 

我们应取的枳.这两个方程式的根确定了芯= 能级， V 十 

0时能级的总数为柯 m . 

特别是对于! ^«AVmf 的没势肿，我们有 v»l，（5) 式根木无解， （4) 
式釘一 亡取+号），等于4〜因此，阱中 H 包含有一个 

能级 

E ^ Uf ^- Ul ， 

Zh - 

处 _mr 附近. 

:?.粒 -/ ■在 h 角“势 jt 屮运动，求筘壁所受的 m 强. 
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解， 作 rn 于亟贞丁 r 钻的帘蹢上的九 节丁〜 子的咕祀 倾兩 
数对沿 C 轴的 箱长的微商）的、_卜均坑；此力除以泫坠 而积心 耵即得氓强，松 
据 （11. 16) 式，欲求的乎均 f 直可从 （22. 9) 戍能蛩本征 值的微 商得到.结果压 
强为 

JJf> .T Z S" j 


§23. 线性振子 


我们来考虑一个 n :- 维 小振动的粒子〔称力一个线性振子). 
该粒孓的势能为 疆^! 2、 其中的《为经典力学中的固有振动 
(圆〉 频率.该振子的吩密顿量因而岳 


2m 2 


(23, 1) 


由丁 w 士00叫势能为无穷大，该粒子 H 能作冇限运动，其能 
谱完全是分立的. 

我们试 m 矩陴方法©求解该振子的能级.我们从 a 9 .3) 形戈 

的“运动方程”出发；在 R 前估形卜 ' rh 该式得 

^ + ^ = 0. (23. 2) 

此式的矩阼形式为 

( 壬） 邮 + 公 V mH = {h 

根据 （ 11 . 8) 式：，加速度的矩阵元(幻_ — o ^ n x Wi ^ 

此，得 

« n —0 2 )^ = O . 

由此可见，矩阵元‘ n 除了的外显然都等于零.我们把 
所有的定态加以编 t 使得 n ^ n ^ l 的跃迁频串为二叫即 
二土 A 此时不等丁零的矩阵元只有心、^. 

现在假定所有的波 函数么 都取实 函数. 山于$光灾量 ， 从而 


①这是玍薛定谔波动力程尜发现前由海森伯于年所作的. 
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所有的矩阵元都是实数.厄密条件 （11. 10) 式表明，这样的; 
矩阵是一个封称矩阵：即满足 = 

为了兑出不等于零的矩阵元，我们利用下列对易 法则： 

m 

把它写成矩阵形式： 

ffi 

利用矩阵乘法法则 （1 U I 2 )，当 m = n 时，上式为 

_ _ 典 

I 今 饥. 

这个求和式中，只有 〗= n ± l 的项不等于零，故得 


C 『 n + l ， n ) 2 — 


I ) ^ 


h 


2 nuD 


(23, 3) 


上式表叨， (^ +JlR ) 2 诸景组成一个总术级数，因为它们只能是 
正的，这组景没沿上限但有下限.由子我们只编定了各态的相对位 
迓，还没有确定编号《的绝对值，我们可以任选一个《浪对应于振 
子的笫一态（基态）.现在取这个》值等于零.因此心,_，现在必 
须看作怛等于零，依次应用 n = 0， l , …的 （23. 3) 忒，可异出下列 






n % 

2m cj 


因此最后得 r 列不等 t 尖的坐标矩阵元①: 


^ n , n — 



/ nh 
〜 2 mc »* 


(23, 4) 


①我们选择太确 定 的周朽^ (见 § U 第二个 附注） ，使得 （23 .P 式的所 冇矩阼 
元在平方权前均取正这样的选择总是可能的， IM 为这个矩阵屮只有相邻两土间的 
跃迁矩阵 X 才不等于笨. 
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算符 /) 的姖阵是对角的，并且矩阵元 i / u 就是欲求的振子能 
量本征值凡.它的计筧力法如 




■ 

^ ~ 2 ~ ^ ^ t | I^Tt J ^ ^ [ Tk ^- m ^ T1 [^ \n 

- I I 


(以 2 + WiX 


对 ^ 求和时，只冇 l ^ n ± l 的两项不等 T 零; 用 （23. 4)忒代 人 ，得 

芯 u = (花丄 + ) 如 ， n — O t 1,2, •** (23, 5) 

由此可见，振子的各个能级姑以等间隔依次排列的 . 基态 
以= 0)能量为注竞，它并不等于零. 


(2 s , Q 的结粜也4以从振予的薛定谔方程中直 m 解出来.这 
个方程的形式:为 

为方便计，最好将坐标变效^换成以下所乐的无量纲变 e ： 嶔 



( 23 . 7> 


则方程式成力 

+ ^( 2 K / no ?) — ^ = 0. (23. 8) 

式中的撇号现在代丧对I求微商. 

很大时,2巧―和| 2 和比可以略去不计 ；^ 

具有渐近积分(对这个函数求 m 商后，略去數 m 级较小 
的项，可俘 f = s ¥). 出于 土 二时波函必须傲持冇 m ， 
指数 . b 的符 ㊂ 只能取负号.四此，我 im 〗 然 )u im 入 a 8) 式: 
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寸 X a). (23. 9) 

结果得函数的一个方杩式 

X fr - 2^X f +2nX = 0 ( 23 , 10 ) 

L — 

式中的亙 / h ) — I ; 我们已知五 >0, 故脊 0—1， 

式中的函數/对 S 的所布利限值而言必须保持冇限，且当 t — 士 co 
时，不能比 S 的任一有限次幂吏快地趋向无穷大（以便使函数於 
能趋干零）. 

只有当 n 等于正整数（及零）时， （23. 10) 甙才能有这样的解 
(见数学附录卩 a); 它所给出的能量本征怙就是我们早已知造的 
(23. 5) 式， （23. ]0)式中，当 ™ 等于各种正整数饨时，它的相应解为 
义二常数 邛中的称为厄密多项式，它们是 S 的《次 
多项式,其定义为 


求出 t 中的常数 ，使心 满史归一化条件 


-- lj 


结果得[见附录 (i ?) 式] 


(23* 11) 


似疋）:: 

故基态波函数为 






tth } ■ v 7 2 71 n l 


e 


2)1 


H 



moy 


h 


(23. 12) 


“{>) ■ 


may 

hit 


T 

e ^ 


理所当然，这个函数对射限的 ^ 値而言并无零点, 


(23* 13) 


计算积分式给出尨标的矩阵元;與结采，然也 

J n - Cc 

和 (23. 4) 式给出的讥梠同. 
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最后，我们来看一下如何用矩阵方法求出 A 波函数.我们注 
意到 ^算 符的矩阵巾不等于零的矩阵元只有 

(x — i < jyx ) n _ i >n — — (x \- (23. 14) 

应用 （ ii . 11) 的普遍公式，并且考虑到可得下列结 论： 

(i 一 icjx) 0^ — 0- 

把$= —$代入上式后得到以下方程式： 



我们得循环式 



+ 6 XT 





上式对 (23.13) 式的夠函数连用《次，即得 （23. 12) 式中的归一化 
波函数 


例 题 

L 试求振 r 的各种动度惜.的几率分布 . 

解.汗振子愦形下，不采用把定态波函数展成动量本征函钕组的方法、 
而巟 按从动量表象屮的薛定谔方椏出发比较来得苘单，把 12) 式的电标 

算心 = mdfd P ') 代入 mi ) 式，可得“; p 表象 ”中 的吩密顿贷： 

^ — mo^K 2 rf 2 

2m 2 ~dp 2 

少表 象屮的波函数所满足的#定为 
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这个方朽正好和 dfi) 式具有相同的形式，故丼解可以参照 （23.12) 式立即 
写出来，由此得出砍求 的儿率 分布为 


la n ( v )： 2 4^ 


2. 试用测不准关系式 （16. 7)，求振子能量可能愤的下限. 

解由于^ + (^) 2 ^ = fj 2 + 0 p) ^ (1G.7) 给出扼 T 能慑平均值 

+ ^-^^( S x y +士(知” 




moW 


03 p ) 5 , 


80沪” 2 m 

求出上式的极小值（看作 Sp 的函 数）， 即得能均值的下限，故对能董的所 
有可能值，有 


£k 


3. 承线性振子的状态眩函数，这4态的测不准哭系具有极小谊，即波包 
中的坐标和动是栎准偏差具有戈系式 ( E ■薛定 A 1 G 2 G )' 


解.所求的波函数应具下列形式: 


W ( X , 0 


ex 


4 


2 


ipx ( X '- x ：) 2 


- 4( f )}, 


⑴ 


(2 幻 " 4 ( 如 ） 1/2 ^ I ft 4( 知） 

式肀 任一时刻的坐标依赖关系 g(16. 8) 式一致 ,5^5(t) 和 

是坐标和动贵的平均悚；根据 （19. 3) 式，对线性振干讲米 f 


2 


们有 f 故丼平均值 f = -mo 2 5, 或 


x + a ^ = 0* 


( 2 ) 


亦即 WO 函数满足 M 典运动方程 .（1) 式中的常数因子应由以下的归-化 
条件 确定： 

f I W \ = 3 j 

J —« 

除了这个因 - r - 外，妒中还可含有一个周相因子，共周相 40) 与时间有关.为 


①这呰态 称为相 干态. 
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求未知常数。和未知函数 4( f ;、 付把 （1; •义代入下列肢动方闷 


2 m 9 x 2 2 9 t 


代人庀利用 （2) 式，得 




m ~ co 2 1 
h 2 4 (細 



rpt mi x 2 


w 亡 丨 1 m ^ 


从而得 （&) 2 = h / 2 moj }X 






因此最) n 得 


o 


㈣ 


_exp 


1/4 ^ 
CX P - ^ - 


--icot 


ipx\ 

~2 h ) 


(3) 


^ 无 = o ■和 p = o fit , 上式变成心、>)^ ;| _ : 『' 即振了-的丛态波函数. 
相干态中振子的平均能证为 

ip p 2 . 1 

E ~ —- +- mco~x z 
2 m 2 


( 4 ) 


。益 + 1瓣〒 + 4 如却+ +1) 


n 为省态中贵了 ?^的平均“数' 由此可知，相十态完佥是由满足经典方程 
(2) 的 5(0 函数确定的 k 这个兩玫的一般形式可用下式 给出： 

mcox^-i p , ,, , 

V 2^ = ^" lW； ' M f t5) 

函数 (3) n 『对拫+的定态汶函数展开： 

n^O 

Hx, t) = W ， )exp 卜 i(n+ ^-V f ]i 


式中的展歼系数为（参考 § 4 i , 题1 ) 
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a 


㈤ 


=r 

J 


从而得振 + 处千芯 B 个定态的几率 

切 | rt rl j ^ = e ^ B / rt <* ( 7 > 

这适扪松分布. 

4 - 一个忪 1 VIVV 列势场中运动（图 3) 
U(x) =A^ Z ^-2^ X ) 

试求艿能级 （ P + M . Morse ). 

解，正能朵本征怵呈连续谱（几咒能级 
无简并>，而负能砍和征值呈分立谱. 
薜定谔力程为 



d 2 tp / d ^+--^~ 二0, 


引进…个新变鼍 



a % 


( 邛攸从0到+ w ) t 扑令（戏们考虑分立谱，故 EC . Q ) 


A 


\’ -■ 2 m £ 
tiK - 


n 


V 2mA 
ah 


( 5+ i ) 


则薛定谔力抆 A ! ■:形式: 



1 

^I 



⑴ 


当时，函数分的渐近行为和 一样， 时 J 和 f 成庀比. 

為虑到肢函数的有限性，我 〖n 所选的解当 a 时必须象 e ^ f 那样，而当 
0时必项象 p 邵 样 .因而作下列变换： 

W = e -^^ w ($) 

可得 T 列 《■_ 的方程式 

(2 s - S - 1 - ^) w '- h/iw — 0, (2) 

求解 W 时：要求 U ； 当 i -^ 0 时为 uui , H W 不能比 s 的任一有限次幂更 

快地趋向无限入\ (2) 式足一个合流超几何函数的方厗式〔见教学附法 §dh 

w — F ( - n ^ 2谷 + 1，圣） ■ 

^为非负整数时即得满足所需条件之解（此对尸函数变成一个多项式).按定 
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义 UX 由此得出的能级值为 


其中的 b 为 m 整数， n 的数位可以 m 零 」 r 始一直到满足- < ^-\^^>^+ 
最人整数值为 n : (因按定义参鼠 s 足]卜:的>.因此分立谱中 k 包含有限多个 

能级.如杲分立谱就裉本不存在， 

5 ,上题中 f/= — [/„/ ⑺ shkz U (x) 

(见图 4). 

解.正能 M 本征值呈连续谱卞_ _ 

负能量本征值呈分立谱；攻们只考 / - 

虑后一种情况. 战:定 谔方和为 

+ E + — )—0. JTr 

dx 2 k ' 7 ' \ cosh 2 « a :/^ -"。 

把变埴换成 4 = 并令 图 -i 


驗… +1 )' _ K 


1 + 




a - h - 


可得 


d「 M ‘■：_、 邱 _ T ,「 { , ri £ ：! 

d (1 —(■) 诘」 +.. 叩 +1 ) 一 A 


这是缔合勒 ih 铝函致的方柠.如令 


(1 一 洳（|) 


并把变景暂时改成《 = + (1-幻，则上式可变为下列趙 A 何方程: 


«(1 — (e 十 1) (1 —2u)w r — (E — S) (E 十 s + l)u ^=0, 

^= 1 ( 即时取乜限值的解为 

■^ u - smdj + s + ij + t , o — d /2], 

为了使 f 当4=一1(即持有限.必领有 = 而7^0, i T 

2,…彳此时 F 是一个 n 次多项式，_〗时厂为有限. 

因此能级 11 条件 SH 所确定，得出 



(1 + 2 k ) 



权据 e >0 叩的条件可知，能级总数为 
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§24. 均匀场中的运动 

考虑一个粒子在一均匀外场屮运动.取外场方向为$轴方向， 
令 F 为粒了 在该场 巾所受的力；对强度力的电场而言，此力 
F = eE，e 为粒子的电荷. 

均勻场中的粒子势能3 C； 二一 Fa: + 常数的 形式； 选常钕便 
得 a： = 0 时 E7 = 0, 则有 t/= - Fx . 这个问题的薛定谔方程为 

d ^ jdx 1 j 0 = 0. (24. 1} 

% u 

由干 X -^ — CO 时?7趋向 +00,37— +00时— 0 O , 各能级显 
然组成连续谱，能贵 E 的值域占有从 一D 直到十二的整个区域. 
其中没苻一个本征值是简井的，所对应的运动沿方向为 
有限，沿: T—+ 0O 方向力无限. 

我们引入下列无量纲变量來代替原来的坐标变设 A 

^=(x- r E/F) (^pj n • ( 24 . 2 ) 

则 (24. 1) 式呈以下 瑕式： 

m 屮 = 0, (24.3) 

这式不含能量参量，因此，如能求出一个解满足存限性等必耑条 
件,则立刻得到任意能量俏的本征函数. 

(24. 3) 式中对所有 a; 都取有限値的解答呈下列形式（见数学 
附录§ b): 

(24. 4) 

其中 

<P (t) C 0 s (+ W 3 + «!； )办 

称为艾里函数，4力归一化因子，将在下而确定之. 

当 I —— w 时， VKI ) 函数按指数规杻趋于零. I 为很大的负 
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值时⑺的渐近式力[见 ( b . 又]: 

^ (I) i/i ex P ! 一吾 ^ 1 3/2 - (24.5) 

当 S 为很大正値时， VKI) 的渐近式为[见 (b. 5) 式 0)] 

iK !) : '.- ylSlsin (吾 f /2 -|-+ ,t ), (2 i . 6) 

根据连续谱波函數的一般归一化法则 (5. 4) 式， 我们可 以把 
(24. 0式化成按能量的 <3函数加以归一化的函数.即 

f" iJ)(Oip(i t ')dx = d(E , -E). ( 2 J, 7 } 

■J ■ in 

§ 21 中转经给出过一个简单方法 T 利川波函数的渐近式求出妇… 
化 系数.应用这个方法，我们首先把 (24. 6) 式写成两个行波 
之和 




2 


3 b 


* 

■ L .. 


Jt 


h^rAi ^^pi - i | 


2 


3 




7 t 


由以上两项分别算出的几率流密度等干 . 


./_4_Y „ l2(M vFx)[ A Y_ (2AF)^ 

、 2 列 _ V m — \2^/ 4W /3 • 

令 t ： 式等于 1/2 ^, 得到 

卜 (2 m ) ^ 

■ 疗 1/2 尸 1/% W . 


(24. 8) 


倒 题 

求处于均勻场中的一个粒子在动贷表兔中的波函数. 
解.动豆衷象中的哈密顿算符为 


( T 亊先申明，渐近表式 5) 和 d s ) 对应干被函数在经典馆区和通区内的准 
经典表 式（§47>. 
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II 


2 m 


ihF. 




故泫函数 a ( p ) 所满足的 盼:定 谔方程从朽下列形状 


狀岩 +( 盖-今 =。. 


解出此式.0卩权欲求的波函数 


<^ e ( p ) 


V 2 jzKF 
这种函数巳按下列条忭 [ T ] 1 化： 


cxp inF \ E7> 


D ] 


f al(p)a E ' (p)dp = b(E f —E) m 

J —££ 


§ 25. 透射系数 

我们来考虑-个粒子，在囹5所示的那类势场中 运动 ： VM 
从某固定极限値 一 cc 时的 
V --- 0) 汗始、叭调地增加到兄一间 
定极限消 Or — 卜 co 时的 c / = t 7 0 ). 

裉据鉍典力7:，能贵 E < lh 的一 
个粒了作这洋 的势场 中自左向右 
运动时，磁到‘ : 势使”以后 会“反 ® 5 

射”回柬并开始沿相反的方向运动；但如 心 该粒子将沿原方 
向继纹运动 K 去,只是公减速.贵子力学中则会产生一种新的现 
象： 即使粒子仍有 「 r 能被勢壁所“反財”.它的反射几申原 
则上可用下沈筇出. 

设粒 t 自左闷右运动.当 r 为很大正值时 f 波函數应该描述 
越过“壁侃”并沿^轴的正方向运动的一个粒子，它的渐近式必 


然是 


X—CO 时， 

i /^ Ae ik ^ f 

式中 

^2 = l r ^/ 2 m ( E - 
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(25. 1) 



3 是一个常数.为了尜出满 足以 上边界条件的薛定^方裎之解， 
我们来计总 ①一⑺ 时的渐近式；这个渐近式等子自由运动方程 
中两个独立解的线性组合，具冇下列形式 
x -> — co 时， ip 

A?i = 2mE- (25. 2) 

第一项相当于射 h 势啦 的粒了 * ( 我们假定6已经归一化成这 
样，使得该项的系数等子一)；第二项代表由势壁反射的粒子.入 
射波的几率流密度为屯，而对反射波为 h IB M ，对透財波为 
^|^1| 2 .我们把粒了的透射系数 i > 定义成力透射波的几串流密度 
与人射波的儿率流密度之 比： 

D= {kjk x ) \ A\\ (25. 3) 


间理吋以定义反射系数氏它等十反射波与人射波的儿字流密度 
之比.显然存丑二 1 — 

7? 二 [ A - 2 (2 d . 4) 

(j 和 Zf H 动满足此义系式） ■ 

如果粒子自左向右运动而能贽 起<^7 0 ，为 纯虚数， 

: r — 十 oo 时波函数$指数式衰减.反射流量就和入射流貴相等，亦 
即粒卞从势鹽“全反射”.但须指出，在这种怙形 F ， 区威内 
找到粒子的几率仍不等于零，但随^的增大而很快地减小. 

一般怙形 K ， 任意定态（能鲎皮 W / D ) 波函数的渐近式，不论是 
x -^- cc - 0 C , 都可以写成沿^轴的和反方向行进的两个平 

曲波之和： 


(25. 5) 


Co 时 ，^ = AiG ii,x — Die~ iitlX , 

- i-oo H > j , ij ) --- A ^ e iiiX -\ B 2 e ~ ilfiX . 

由 t 以上两式都是线性微分方 mm 一解答的渐近式，系数糸 ， a 
和万 2 之间存在着线性关杀 * 设 jd -2 = 1 T 共中的 Ot 和卢 
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足网个常數(一般讲来足复数），侬赖子势场£/(>)的具体形状.如 
果老虑到薛定谔方程是实方程，我们还可以写出艮的相应关系 
式-这就是说，设0为所给薛定谔方程之解，则其共轭复函数 
也是该方程之解 * 它的渐近形式为 

a：— — oo 吋，垆 * = /I f e _f Bf e 

--cc jS.|, 7(}* -Vli* 

此式和 (25. 5) 忒的差別仪在 r 常系数的记号； 闪此冇 - aBt ^ 
ft At , 或艮可见(25*5)式的系数冏#在釕下列 
关系： 

A^aA x { ^B u B^ = 0^A x -Va*B x . (25. 6) 

沿^轴的几率流密度是一常数，这个条件导致下列关系 
^{\ A i \^-\ B i \^^ k % {\ A l \^-\ B 2 \^, 

裉据( 25 + S ) 成，把為 ，氏 换成 A U B U 结果得 ： 

1#— 叫 2 二查. ( 25 + 7 ) 

应 Ji ! (25. 6) 太，可诚沿 Ml !! 的花方以或沿^轴的负方叫运动 
的粒子（能强:给定为艮 E > lh ) 典有桕同的反射 系数； 住前--种情 
形下，相应干( 2 & S ) 式中令爲= 0;在后一情形下,是令忒= 0.两 
种惜形下分別布一芦 V # 和土相应的反射 
系数分別为 





0 

I _ • 

a 




i ^2-- 


4 


^ 2 


显然宵 i? 1 =i?2* 


例 m 

1. 求粒子对一直角势壁（见同 6) 的反射 系玫； 该粒子的能贽 
解.在整个^>0 ( VjKM 内波 函敦巧 （25. 1)^^, 而在的区域内3 
(25+2) 的形式.常数4和 B 可以由 r = G 点处的0及 dp / 心的连线性条计 
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确定 : 


即 


1 + £ = 乂， A-, (J -■ B)=}：^ 



2 k , 


& 辕 


反財系数「 （ 2^4) 式为 : 


p 」 幻 --hv __/ p L - p 2 y 

尺 W / 一 (。7；厂 

E = U 0 ik ^ O )\\ Ui ^^ 1,而当时丑按0；。/他） 2 的规伴趋干零. 



U ( r ) 

IJ、X、 

U, 

- ^ 

■ _ 



X 

a 


图 S 

图7 

求粒 T - 穿过芭角势垒（见 M 7) 的透射系数. 



解，令，并设入射粒子白左向扃运动.则扛不同区域内的波函数 
表 A 妁 

a;<0 时， 垆 = e itir + ie~ ik ^ T 

；hj t ，p ~Be iiCiI ~h 

x>^o Ui, i/) ^=Ce itiiE 

( 在 - 边 n 能有沿 z 正方向行迸的透时汶）.土 b: 和 C 等黹数可 

以 HI I = \ 闲处的 0 及別的连渎性条件 确定 . 透射系数为 £> = 

-fejol Vfci= \c[\ 由此算得 

D= _ 

(fci — fc 2) 2 sin z afc 2 H -4 i ： LA：s 

miL 卜是一个纯虚量；上式中的 h 可以见 代替， 而 


a. 经典力学摑限情形时，反射系数必须等于零 . 可是，此处所得的表式中裉本 
没冇普朗克常数 . 这一表观矛盾可作如下解秘.经典极限情形扣当干惚子的德布罗 
怠波长 A 〜 s/ f 远小子所考虑问题十的特征 XJ^ 也就是 A 远小于某一距离，在该段 
距离内，势场 t/OF) 有显赛的改变 + 伹江题 1 中，这段距离等 T 零（在 Z = c ■点 >， 从扪 
无法过波到经典极限惜形 . 
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- 叩得相应的 D 式+_ 


D 




tcl) i 十 Hc \ kI 

1 求粒」 f 对势壁为叭心=^7。/(1十^-)(图 5) 的 U 射系数〖该粒 -了的 


矻最五>仏， 

解.薛定口方菘为 




垆 ==(>• 


戠们须求-一解，这解当+~时具冇下列 形式: 

Y J:= 常数 


引人一新变曼 


I — — e~ az 


(所取之值可从一 ■^到 0 ) T H 该解万说下列形式： 

其中的 u ⑵当 Oaia :— 时应垃 f 一个常数> 结果如滿足下列超 
几何方程： 

Ul-0^+(l-2ihJa) (i — 卜 = 0 ， 

其解为下列起 AM 函敬： 


tv = F ( i -^-. k ^ - ih ±^ + A 

\ c £ a a / 

(我们略去丫一个常闪 n 时这个函数趋向1，即已满足所加条件. 

|->-* ClI|I -^)Kt 垆函数的#近式.乂 9 

炉二十 a " 他 1 — tjl /4 + C 7 2 ( — 

甘巾 ^ _ _ /" ( —2^|/ a ) 厂 （“ S t U ^ r + lj _ 

■， 1 一 /■' ( 一 iUc 八 k ，、 ! a 、 「 

厂 一 「 i2ikd a) V (—2ikd a 七] /) 

f—r (i ( k T - k 2 )! a)r (i ( h } - t E ) /« + 

所求的反射系数乂 1 t 十兗时可用下列熟知公式： 

厂 (^) /" (1 — x) = jt / sin JT^ t 


①见 （ ed ： ■式 , 把该次巾的两个 1; ■^的扨儿何函数部改戍1，也就足说，我们只 
取铖以展式中的第…项. 

■ 9S _ 



我们得 


s 


( 


sinhrjr ( k x — k ? )/ a ~\\ 


五 = 时及变成 I , 而当 E ^ o 时 i ? 按以下规律趋 于零: 


J ? = ( 


kU & \^ 2 m 


e 


•i-f 




U ^ X ) 



a% } E 

经典力学极限情形时及朮真变成零， 

4 . 求敉+穿过下列势垒的透射 
系数（见图 £■): 

(I (a:) — f7 D / ^ash^ax, 

该粒子的能 ft 图& 

解.薛定谔方椏和§ 23 题 5 之解相同，只要把该题巾 h 的 n ： 号更改一 
F . 并把 F 宥作正贷就可以广类妃的 it 筲泠出解 

i t / 

^=( i - i ^ y ^ F {^- s , 

其屮的 


巧 +…， ^ ik + h lrJ 

a a 2 


a 


i = tanh^/.T, k — -r-V 2mE, 


s = 




8mE7 0 




■ 


这个解已％满 M . Uff : 的枭件，使得「即 I n — 中只 
含透射波(〜 V ，.应用超几何函钕变换式 （ e .7>， 这 t 波闲 HU—：c 
(在―， n 时的渐近式为 


命 〜 e 


iX 


01 )厂( 


iic\ 


a 


j x (— s ) r (I - 4 ^) 


+ e _ 


Sltv 


ik 


a 


厂 


ik\ 


a 


ik 

——— s 
a 


M 


i ^ + ^ + 1 

f ? 


(2 


筧出上式中两个系数的揹 R 平方比，可朽.下列形式的透时系玟刀=1” 7?: 

0 j-T sin 】v ~— 

S^On ., . p a 

丄 T /: 


n 2 a 


]D 


^> M !1 

Ti ^ a " 


sir. - - •十 r j ns 
a 


sin t\ 


TV 

rrk 


SmJJ n \ 
' fi ^ a 2 ') 


sinh --"---- 






£f 

JZ 


__W 


a 




a 
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第一式対 U D <0 的倚形也 适用，此时拉 不 足线过势垒而是越过势 阱. 
存趣的足 ，当 1 + {&m[u^ \ /K^) ^ (2 n + l ) 2 fl+ s Z )= l , 也就是说， ^ ^ j U, \ 

具冇适3 数位 时，在势肿上越过的粒了■投冇反射 . 这个蛄果还可 M (2) 式及 
出 ，当 s 为止:整数时，该式中的…项不再存在 F 



第四章角动量 


% 26 ,角动置 


§15中推导动量守 饵律的 时候，我们利用了多粒子封闭系统 
的空间均勻性.除了这种均勾性以外， 空叫还 見冇各向 M 性: 所冇 
的空间方向都是等价的.因此当整个系统绕任意轴转过任恋帘以 
后，该封闭系统的哈密顿贵不会改变.这一条件，只要对任意的无 
限小旋转而 吉能够 满足,就足够了. 

令邱> 为无限小旋转矢呈，它的长度等于转甬它的方 M 
沿着转轴.粒子的径矢键 r a 经过这种旋转后的改变量〖I等于 

<5 r a =<5 q > x r 0 

于足，一个任意函数 0(r 3 ,r 2 , …）就被变换成 K 列 函数： 


V^(ri i-^r 1? r 2 i Sr^, ***) 妗 （ r: ， r^, …） - 


其中的表式 


= ^(r lp -*) - ^~!<3tp Xr c *V c ^ 



押 + x ▽少( |： [， ， 


1 + <5< P * sx XV . 


可以看作“无限小旋转”算符.无限小旋转不改变系统的哈密顿量 
这一事实，可以用“旋转算符”与分算符的可对易性表述之（见 
§15). 由于单位算符与任意算符都对易，而 3 q > 是一个矢量，这 
个可对易条件就吋以化成 
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(26. 1) 


(? r 


l £ 


xv . 




这个式 子 表述了馮种守恒栉. 

一个封闭系统由 t 空阽各向同性而导致的守 m 量，就是该系 


统的角动置（见<力学 9). 因此算符丫 一 个常因 

子外必领) k 奸对应于该系统的总角动量，而求和式中的鲇一项 
x ▽„ 对应子一个个别粒子的角动量. 

这个比例系数应该等于 - 因为这样一来，单粒:子的角动 
是表式变成一砧 rx v = rx^ f : H : 好对应于经典表式 r X p . 今后， 
我们总是 m A 作为角动景的量度单位.这样定义的单粒子角动量 
算符，我 f 门圯 I 衷示之，整个系统的角动貴算符，则 ffl t 表示之. 
因而单粒子角动贵的箅符可表为 

方 i ” r x p ，… i 尨 r x ▽ {26* 2) 

其分量甙： tii z ^?jP,~zP„ hU^zP x ~xP s , hi 产 xfi 厂也 

处于外场中的一个系统的角动量一般讲来是不守沍的.但如 
该场具有某种对称性，则兔动量仍有守恒的寸能.例如，在一辏力 
场中的系统，卩彳力心引出的各个空问方向都是等价的，故相对干力 
心而宫的角动量将是守恒的. nm , 在: ri 有轴对称性的外场中，沿 
该对称轴的 角动量 分量将是守恂的.所有这些在经典力学中成立 
的守 恆律, 茌量子力学屮也同桴戊立. 

对负动蛩不守作:的系统讲来，定态中没有确定的角动量值.在 
这样的愔形下，我们感兴趣的往往足角动鼋在所给定态中的平均 
怕.很容易证明：在任一非简并的定态中，角动 景的平 均值等于 
港.因为，韵时间反号后能盘保持不变，由于所给能级只有一个定 
态，故#变成一〖后，该系统的态必将保持不变.这就意味着所有 
各！的平均怙特別是角动馈的平均怙也将保持不变.但-是当时闾 
变号时，角动量也要随之变号，我们就有1=一17，从而得 _ £=0+ 
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如果从平均值的数学定义出发,把1 看作的积分,也能得到 
同样的结论.非简并态的波函数都是实函数( 见末尾).故下 
列表式是一个纯 虚量： 

L = — ^ 

可是I必须是实量，显然葙 r=o. 

现在来推导角动量兑符和坐标算符以及和动量算符的各种对 
易法则.借助于 （16. 2) 式，我们很易求得 

O ai =0, \ l x , - iz, z} = — Ifj, I 

ii f , y} = 0, \ l v , z} = ix, x} = — iz, > (26.3) 

{l z , z\ = 0, {l z , x\ ^ iy, {l Si y} = ~~ ix.) 

例如 

(yi> z — — y (y f> z — 0 (1/h) 

= 一 (^/^) if } = i -3. 

( 26 - 3 ) 诸式可以并写成下列张量形式 

*( ^ ii = *i^it (26* 4) 

其中的 e ifcl 足一个三秩反对称萆位张量 ® ，而？是一个叠标，它在 
同一项中出现两次，即表示对该下标求和. 

间样,容易证明，诮动量算符和动量算符之间也满足完全类似 
的对易关系式： 

①三秩 反对称 单位张(也称为单位轴张 *) 的定义为分，二1且对三 
个下标全部反 A 浑的一个张 S . 它的27个分 i 中，显然只有 e 个分里不苫十零，这6 
个分虽的下 fc 等于1,2, 3的某种罝换.如枭可以从 i ，2, :1出发对换偶数次以 

后得到贾换则该分量等于+1,如果这种对换次数为奇数，则该分量等于一 1, 
显然有 

两个矢 ： a A , B 的矢积 A XU 」 C 的分盘可以通过 GW 张盈表为 




XVAi ' dq , 


Ci ^-eikiAkBi* 


lOf 



{ l i , P i } = ie thl P l . (26.5) 

利用这呰公式，容易求出 m 算符间的对易法则.例如 
h { i / i r - i r i x ) = i x (^ x -^,)-^ P x -^ Pz)ir 

A A ^ y\ j\ 

— — iyP ^ -- ixP y = ihi £t 
故 

Off, iz\ = iL, {h, = ihf i 9 y = iii* (26. 6) 

或 

i^iy ^ Jt } 1 = (- (26, 7) 

系统的总角动景算符九: ， ^，4之间也满足 P ] 样的关系式.这是 
因为不 H 粒」 f 的角动量算符是彼此对易的，例如 


S S S S h,= ^(hJa Z -l a J a ,) 


a a 


a 


Of 

a a 




ax* 


a 


故 


{ L SJ L z } - iii ^ { L zy t x } = iL^ f iL ^, L v } = i L z . (26, 8) 


(26. 8) 式表明角动量的三个分量不能同时具有定值（除非这三个 
分量同时等于零，见后).从这一点讲来，角动量和动量具有基本 
的区别，动量的三个分量是可以同时具有定值的. 

从么， £ P ， 4等算符出发，我们可以组成角动量矢量的換量平 
方算符，并用表示之： 

十左. (26, 9) 

这个算符和九，4,4等算符分别对易： 

UA £^=0 f { L ^ L ,}^ 0 , ^ L % <26 - 10) 


例如，应用 （26. 8) 式，我们有 

Ui i z } = L x { U , l ,} -HUM 




A >. A A. 

一 
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iLl 

{ LlL z } - 0. 

以上三式相加，可得彳 =0 -从物 理上讲 来，（ 26 . 10 ) 弍表明 
了角动量的乎方（即其绝对值）可以和它的一个分量同时具有 
定伉， 


为方便计,通常用下列复组合：4代转 A 和厶 笕符: 


A A A A J\ ^ 

i _ i _ L x I j _ ~ 一 iTjy 


(26.11 


应月】 （沈. O 式进行直接计算后 , 很易证明下列对易法 则： 

{ Z _, L \ - 2 L zt { l „ L ^}= L +J < 4 , L _}=- L _ ( 26 . 12 ) 

不难验 iih: 

JJ -- L r i _ -!- Ll - L 2 ^ L_L f u (26.13) 


最后，我们来写出常用的单粒了角动量总符在球也砧巾的衣 
迖犬.按照通常方忒引进球坐标 


iT = r sin 0co5^ ; ? ^ = r sin^?sin <p t ^ = / cos 


经过简单 u 算后，可得下列表忒: 


i ^^ i 3 


3<p 


土一 (士 X ). 


(26.14) 


(25, 15) 


代入 (26. 13) 式中，得 T 列形式的单粒子角动量乎方算符 V 

沪 . i 9/ . ^3\1 如 


I 2 


iLd 1 ( 喵 


16) 


_ siu 2 0 却 2 

要注意的是，上式除了一个乘积因子外就是拉普拉斯兑符的角部. 


§ 27 . 角动量的本征值 

为了汞出单粒子角动量沿某一方向的分量的本征伉，最好把 
该分量所沿的方向取作极轴，并在球坐标系屮表出该览符.枞据 
(26. 14) 式，方程可骂作 
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其解为 




( 27 * 1 ) 


其中的 /( r ， D 是 r 和 0 的任意函数.为了使岭函数是单值函数 
起见，它对炉而言 必须典 有周期性，其周期为 2; r . 由此得$ 


l , = m , 其中 m = 0, 士 1，士2,…， （27-2) 

因此本征值是一些正负整数,零也包栝在内 . I 算符的本 
征函数依赖千 a 这个依赖于 w 的因子可写作 

= (27. 3) 

这种函数已按下式归 一化： 

\ ^ X ^ p ) (9>)^ (27-4) 

J 0 

系统总角动量3分是的本征值显然也等于一些正负 整数： 

L S ^ M , 其中 M = Q , 土 1, 士2,…. (27. 5) 


(这是因为4算符等于相互对易的单粒子算符 U 之和 .） 

由 T s 轴所取的方向丼无任何特殊性，显然对4或对角 
动是沿任一方向的分量讲来，也能得同样结抡；亦印它们只能取整 
数值.这个结论粗看起来似乎有些不大合理，特别是我们把它应 
用到两个靠得无限近的方向上的时候.但在实际上我们必须记 
^ L , L r , L , 算符的唯一其 ㈣ 本征函数只能对应于下列本 征值： 

'― "― Tjx ^ 0 t 

这种情形下的角动量矢量等于零，从而沿任一方向的投影也都等 
干零.本征值 H ,， 忍中只要有一个不等千零， I ，厶算符 
就没有共同本征函数.换句话说，不存在这样的态，该态中两个或 


⑦角动 S 分量的本钲值按习惯用 m 标志之，它和粒子的质 &采用 相同的记号， 
然而在实阮上不会疔致混淆. 



三个沿不同方向的角动量分量算符 n 了以同时具有（不仝等 T 零的） 
定值，因此我们只能谈到其中的一个分最为整数. 

一个系统的各种定态之间的差别，仅在于 w 值不同的那叫定 
态具有相同的能 i 值；这是根捃 s 轴方向毫无特殊性这样一种一 
般考虑得知的.因此，角动量为守恒（并不等子零）的系统，它的那 
些能级总是简井的 

现在来求角动量平方的本征值.我们只从对易关系（ 26 . 8 )式 
出发，看一看怎样求出这些本征值.令於《为某一简并能级中 I 
值相同但』/值不同的那些定态波函数心 

首先，由于=轴的两个方向在物理上是等价的，对每个正倩 
M =\ 3 I \ y 就有一个对应的负值1=一|盥|.令 M 正整数或霉) 
为 L 2 给定后丨尨 I 的最大可能值.这一上限的存在，是由于 L — ^ 
=釭+為代表正物理量 M + K 的算符，它的本征值不可能是 
负的. 

把£人 算符作出在4的本征_数 V 〜上，应用 （況. 12) ^^3 
对易关系可得 

(M 士 1)L ± 伞 & ( 27 , 6 ) 


① 这是 S W 中提到过的一个普遍定理的特殊情形.该走理指出，如果存在两个 
或两个以 t 的守恒置它们的算符并不相互对易，那未能级逄简 井的. 现在的三个角动 
量分量就及这样一些 a . 

② 这里已假定不存在附加简并，这种附加简并会使角动置平方值不同的态艮冇 
相同的能垦值.这样的假定 ，对 分立请而言是成立的（库沦场中所馈的镧然简并除卟： 
见§ 36 L 对连续谱而言一般并不成立.可是，印使有这样的附加简并存在的时候，我 
们总可以选取这样一套本征豳数，这套本征函数所猫述的各个态中 L 2 具朽各种 定值. 
从而可以苒从中选出-些状态，它们其冇扣同的芯值和相同的 LMft . 这一事实的可 
能性，从&学上讲来，是 jtrf 一组对易算符的矩阵总能加以同打对 角化. 为 W 单计我 
们下面不考虑这些財加简并，囚为根据上述理由.所得的结 ife 实陈上是和有无附如简 
并的娱定无关的+ 


* 107 * 



由此可见函数相当 1 r 4值等于上士 1的本征函数（除开一 
个归一化常数外）；我们可写作 

twi 二常數 (27. 7) 

咕~=常数 ><名-0〜 

如果在笫一式中令 M - L , 则必须有下列恒 等式： 

h=by (27 - 8) 

m 为根据定义的态足不存在的.把算符作用千上式， 
并利用 （26+] 3) 式，可得 

H.h=(L 2 — 為一九 ) 於 £ = 0. 

佤由于是 I 2 和氧算符的共同本征函数 f 我们有 

1 二 2 0i : l 2 垆 i, h 二 Lip L , 

故由前戈可得 

L 2 = i<i + 1>. (27.9) 

(27, 9) 丈确定了欲求的角动 M 平方本 仳值； 乙可以取所有的 
正整数怙，包括；在内.对给定的一个 L 值而言，角动量分量 
W - M 可以采取以下的各种数值： 

M = L , L -1, — , - L , (27. 10) 

总咒布 21」1个不 M 的捣.闶此，角动量力 L 的能级具柯（ 2 乙1 
〗）重简并；通常称为角动量方向上的简并角动量 i : ( H 3: 二个 
分量全都为零时)的态并不简并这种态的波函数是球对称的、这 
是因为迕任意无限小转动下，改变是 Lf 此时为零. 

为简便计,我们按习惯常称一个系统的“角动量”为 I 其含义 
是指角动量的平方值等于1(乙十 1); 角动量的 S 分量逋常就叫做 
角动量分量' 

对单粒子角动量而言 （27. 9) 式可写成 

1- -1(1^1). (27.11) 

我们用小写的〗代表畝个粒子的角动量. 
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现在来计算 4 和 L 在某个表象中的矩 阵元， 这个苫象中的 
能 显以及 L 2 和 A 都是对角的 （1926 年，玻恩，海森伯，约当）.酋 
先， 我们注意到，由干4和 A 算符与 /) 算符分別对易，它们的姖 
阵对能量而言呈对角形式，也就是说，对具有不同能量値（以及不 
㈣ 角动 ilti ) 的那些态而言，这拽态之1)1】的跃迁矩阵元全都等于 
零.闶此，我们只需考虑同一简并能级中具有不冏 W 值的那些态 
之间的跃迁矩阵元就可以了. 

由 （27, 7) 式可知，算符£ + 的矩阵中只有 J / — 的跃迁 
矩阵元才不等于零,而在算符名-的矩阵中只有 I — 见 一1 的跃迁 
矩阵元不等于零.考虑到这一点以后，我们在（ 26 . I 3 )式的两边各 
取对如矩阵元，可得① 

注意到算符厶都是厄密的， 

<M-l\L_\M>^ <31\L+\ M-l>* 

我们可以把前式改: 「 J 成下列形式： 

| 2 = Z(L+l)-iI/(]/ — l) 

= {L-M-V) (L ■ AO ， 

故② 

^、/ (，+ 3/) (7: -; 1/ + 1 f . (27.12) 

因而对 心和 乙木身讲来，不等十零的矩阵元为 

① 为间匣计，我们往往在矩阵元的诂导中略去一佚彳; m 这哇所咕指标 M 该矩 
阵而苫是讨角的（包栝指标 L &内 | - 

② 此式 中根苷前所选的符■孓匄角动置本征函数〒以选的周相因了- 一致. 
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=-h j/) cl-m-^d 

<M\L^\M~l> = —<M-l\L y \M> 

- 一 —」 if+i) 


( 27 , 13) 


工^和八矩阵中的对角元都等于零.由干对角矩阵元该 
量在有笑态屮的平均值，从而在 A 具有定值的态中，平均值 I 和 
G 为零.由此可知，如果角动量分量在空间某一指定方向具有定 
值，则矢量 t 本身也沿该方向. 


§2 B . 角劫 ft 的本征函费 

当 Z 和 m 的数值事先规定后，一个粒子的波函数并未完全确 
定.这是因为以上两量的算符在球坐标表式中只含0和 P 角，从 
这一点 M 以看出它们的本征函数中可含一个依赖于 r 的任意因 
子.我们现在只考虑该波函数中表征角动量本征函数的那个角部 
因子.把它记作 Utf ), 具 冇下列 归一化 条件： 

卜」 2 办=1, 

兆屮 do = & inOdSd(p 为立体角元， 

我们 以后将看到，在求解 >和 L 算符的共同本征函数问题 
中，允许把变量0和 P 分离开来，把这个函数写成下列 形式： 

= (28.1) 

其中的为算符 I 的本征函数，已由 （27. 3) 式给出.由千 
〜 函数已按 (27. 4) 式的条件归一化，因而函数的妇一化条件 
应该是 

■ 

| 0^^ | 2 1, (28 h 2) 


* no * 


ti - 



i 或 m 值不同的函数是 自动正 交的： 

\ f Yf i n 0(l0d^ 

Jo Jo 


f 28, 3> 


因为它们是对应于不 R 本征値的角动景算符的本征函数， 

这组函数本身是相互正交的[见 ( 2 7. 】）式 1 因力它们是 I 算符的 
不向本征函数，对应于读总符的不同本 m 值此 0 iT , w ) 这组函數 
本身并不是任何角动 H ： 筧符的本征函数； um (28, 3 ) 式,它们对不 
同的【而言是相互正 交的 ， m 对不同的 m 而言并不正交. 

计算所求兩数的最直接方法是把 f 2 算符写为球坐标如表式 
(26. 16) .直接求解它的本征函数.方程式 i >= l > 成力 


5 


in 


0 


3垆 


S 1 


+ -T 


9 2 咕 


0 39\ de/ 1 ^in 2 0 9<P 2 

把（28」）形式的 f 代入上文可得 G … 


1(1 -1) 垆 = 0, 


函数的方程式: 


d 




sin 0 


d @ lm \ m 2 
dO / & in 2 6? 



-{- 1( I -\ 


1 } 0 ^ = 0 . 


(2 S 『[; 


这个方程在球谐函数论中是熟知的.当为正整数时， 
上式具有满足单值条件和有限杂件的解，与上卞用矩阵方法求得 
的角动: t 本征值相一致.它所对应的解称为缔合勒让德多项式 
/7(coW) (见数学附录§ C). 应用归一化条件 (28. 2), 得到① 

- a ~ m )'|' /T(cOSe>， <2S . 5 ) 


上式中已经假定了 m >0 .当 m 为负值时，我们采用定义 

砂⑽ =(— （28』、 

换句话说， （2 8. 5 ) 式中略去（一 1 ) w 因 了井把 m 改成 i 的 | 后即得 
m <0 的 


①归一化条讣 a 然不笵确定周相内子 内选抒 方式.我们在本书中采用 
式的定义，从皆遍的沿动泣相加理论卷耒最为 n 然. 它和一般系 w 的定义相箜一个 r 
㈨ 子.上述选法的优点1参考 lots 和 10 7 中的附即能 m 
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由此 可知. 角 动贷本证函数在数学 b 就是用特殊方式归一化 
以后的琼诮函数.为参思汁，我们写出上述定义下的完整 表式： 

YimiJK 中 ) 

=(— ( cos0)&imr ^ (28. 7) 

v 4 ,t ( ( !- 1 7^ I ) 1 

特别是 

厂0= i l yj ^~ P l U ^ O) t (2 S . S ) 

砧然， mlitE 号的两个函数 ，存 在下列 关系： 

(- i ) l - m Y ^ m - Yt ifl , (28. 9) 

当卜 =0( 从而冇 m =0) 时，球谐函数变成一个常数.换句 IS 
说1角动量筇千零的粒孑态敁函数只偌赖于1%亦即具有球对称 
性，这和彡27屮的一般谂述是- - 饺的. 

当 m 值给定以后， f 可从！ 开始侬次地等于 I 5 的各个递增 
本征值.根据本征函数的一般零点原理 （S 21), 我们可以异出这 
样的结论，函数对 卜丨 m 丨个不同的0角而言可以等 于零； 换 
句诏说 t 它以球面上的 ；一| m ! 条“纬线”为节线+如果整个角部 
函数屮的 e ± im ^ 闶子用实因子 coswitp M sinmp 來代;替①，它还具 
有 I m I 条"经线 ” 节线；从而节线总数等干 L 

最后，我们来看一 T 怎样用矩阵方法算出函数，它和找3 
中计算振子波函数时所采用的做法类似，从 (27. S ) 式 i + L =0 出 
发，应用〔26. 15) 式的 I 算符，并把它作用在下列函 数上： 

可衍的方程忒 

①这种函玫所对应的态中没有确定的 L 值，但可以具有几申相等的 ±1" 值， 



因而常数 x sin^. 应用归一化条忭求 m 此常数后，得 




V 甲 


2 l ll 


sin 


8. 


(28, 10) 


亢次，应用 （ 27 . 12 ) 式，我们有 

3 ~ C 一 ^ ) ^ ^ Tfl 1)T im * 

重复应用此甙，得 


( t - m)ly 一 ― 1 _' 

il- ： -m)\ fm V(2/) 


( LV _ 吖… 


采用 （ 26 . 


算符，姑干把上武右边计笕出來.我们存 




m 


、么小 ㈣ ， 


寅复应用此式，得 


d l 


m 




应用 h 式以及 （28. 10) 式的 0 E ，，最后可得 




21-41 (I ： m)i 


d L 


2 (l-m)l2 l l\sin m 0 (rfco^V 


m 


?in 




( 28 , 11 ) 


此式和 （28. 5) 式扣 R|. 


§ 29 , 矢量的矩阵元 

我们苒来考虑一个多粒子封闭系统 ®; 设: r 为标志该系锖的 
任一标呈物理景，对应于这个量的算符为/任一标量对该系统的 
坐标系旋转而言是不变的.因此标量算符 f 经过旋转变换后保持 
不变，即 f 与旋转算符相对易.我们知道，除开一个常因子外，无 


①本节所有的拮坨，列辏力场中的一个粒子而言也是成立的(一般讲来总角 
动董守恒的系统而言也是成立的 ）. 



限小旋转算符等 fl 角动显算符，故有 

U - 0 ( 29 . 1 ) 

稂据/和角动箅符的可对易性可知，在 P 和' 为对角的 
表象中 f /矩阵对下标而言也是对角的.再! ilM / R 决定于系 
统和坐标轴的相对取向，一个标; B: 的伉是和这个取向无关的，因此 
我们可以说，矩阵元垃和災值无关的 y W 时代表 
除 i 和 M 外确定系统状态的所有荒子数.上述抡断可以根据算符 

/和象的钉对易性形式地得到证明： 

fi + - L + f ^ 0. (29.2) 

把上式的 h i , M -\ l 跃 E 矩阼元写出来，考虑到怠算 

符只布一个〜 M ， L ， 矩阵元不等于零，可得 

<n\L^ AI. -M |/|r, L, M-' lxn,L,M ■]- li^+ l«-, L, M> 

= <n\ L, iJ/+1 \L-\n\L, M> <%\L, M\f\n, L t M> 

由千人 + 的矩阼兄 A ■指杞 《 无关，我们布 

<n ! , L, M-r 1 \ f\n y L, J/4 <n\ L, M [f\n, L, M> (29*3) 

可见阽不同 （ K 它指杬 相同）的所有 < n \ L , M \ f \ r h L , M > 是相 

等的. 

如朿把上述结论应用到哈密顿 是本身 上来，就可得出早先的 
结论，即定态的能董和 M 无关，也就是说，能级具有 ^ + 1) 重 
简并. 

艿次，设 A 为标志封闭系统的某一矢置物理当泫系统的 
坐标系转动后(如为无限小旋转，即用角动量算符作用后)，一个 
欠贵的二个分量就变换成为它们之间的线性组合.因此， A 算符 
和又筇符的对易结果，必然仍得到威矢量的一些又分量.确切 
的形式可以这样求出，只要注盘到、在 A 为粒子径矢的特殊情形 

T , 应该辟到(如. 4) 式，因此得出下列对易法 则： 

{ Zj “ j ‘} ■ = i 


114 * 


(29,4) 



这碑对易式使我们冇可能对 1 义诸分 最 的姖阼形式作 
出 _* 系列的结论①.首先，我们可以求出对哪些跃迁 ifiiri 矩阵元 
才可能不为岑，也就是求出它们的 选择定 则.但是，我们不准备在 
这里进行这种冗的计算，以后将会讲明 （g 107), 这些选择定则， 
实际上是一个矢置的一般变换性质的直接结果，根据变换性质，几 
乎无需计算，就可以把它求出来.在这里我们先不加证叽只给出 
这呰选择定则+ 

所有欠量分量的跃让矩阵元，只有当角动量 i 的改变植不超 
过1的时候才不等于#;即 

L —L 或 i 士 1. (29. 5) 

此外还有一个附加的选择定则，它读±两个 L =0的态之问的跃 
迁；这 个附加 定则， 乃是 角动量 L 0 的态具存完全 的球对 称性的 
苴接结果. 

对角动量投影悄3/而言，它的选怿定则封矢量的不同分曼具 
有不同的结果.这就是说，改变&值的各种跃迁矩阵元中，只有下 
列跃迁矩阵 元冇寸 能不等 干零： 

对 j 十 ---■ A x iA ^ 3 f >M 1 - L J 
对』 > (29.6) 

对山 M M. ) 

此外，尚冇可能求出矢鼋矩阵允依赖于呈子数％的一般公式， 
这是一呰经常用到的蜜要公式，我们不加证明地把它写出来，它们 
实咏上足§ 107中求得的 （关 于任意张觉的）某些更普遍公式的特 
殊情形. 

不等于零的土矩阵元由 K 列公式 给出： 


(X) M. Horr* > W + HekEnbcrg. P- Jordan 1926, 
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M 


h 1)(2 L rl ) 
<n f LM\A,]n f L-l, M> 


= 5^ Zr >, 


= Vz 


L 2 — M 2 


(2L — 1) (2L-\-l) 


J | f ^ L — 1 > 


L 2 -M 


2 


L(2L—1)(2L + 1) 


< n \ Z ~1[|/4 |^L 


(29 - 7) 


记号<7^/〖』|以>称为约化矩阵元，不依赖干 Q 子数血 D . 这些矩 
阵元有下列 关系： 


< 於 '1/| 』 | 卩 i> = (29, 8) 

这可直接根椐筇符的厄密性得出. 

4-和/+的矩阵元也可由约化炬阵元确定. 的作零矩阵 

_/己为 


<n\ L, M — 1 1 \ nLM> 


/(L — Jf + 1)(L+ V) ^ r 、 

= v ~l ： a^l)( 2 L hl) ’ 初 K 

< n \ .M — 11 ^4_ ] k s Ij 一 1, itf > 

(Z/ — M : - 1) (i — M) / r it j pi T - 

]^ r = iy^zTir MK 1 

<n\L-l, M — l\A^\nLM> 


/ ( 誌 棘 


(29. 9) 


① （29.7) 和 （ 29.9) 中出现的依赖： Fi 的分母是和 5 107 中采圯的一般记号一 
致的.写出这些分母的方便之处，可从 <29. 12) 式(两个矢贵的棕积矩阵元)采取砣单 
的形式看出來. 

约化矩阵允的符号具有整体性 、 不懷矩阵乂符畦那样岵以分开理解:_见 
(11. 17) 式后的说明], 
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皋的矩阵元无需 再写： 由干 A 和次是实最，我们有 

< n I L r M , ! A + | nLM > = <nLM | j n'V (29. 10) 

还有一个公式，用约化矩阵元表出两个矢最 A 和 B 的标积 
A - U 的矩阵元.如把算符又写成下列形式，可以简捷地导出 

A = + X - \-A s B s . (29. 11) 

矩阵 A - li ( 和仟一个标呈一样）对 i 和 I 是对角的.应用公式 
(29. 7)-{29.9),算出下列 结果： 

< n r LM IA ■ B nLM > 

2 < n f L lA I n ^ L ^ xn ^ L ^ lBlnL >, (29. 12) 


式中/，取 m/v，L 士 1. 

为参考计，我们给出矢量 L 的约化矩阵元本身，比较 (29. 9) 和 
(27. 12) 式，得 

< L - l \ L \ L >^ —1>-0. 5 … 

应用屮经常碰到的一个景是粒子径矢的单位矢景 n . 它的约 
化矩阵元讨以通过例如心对77^ 0的角动号分量的矩阵 
元求出来； 

</ — 1, 0|w = 1 10> — ( ©f-^ocos^® |0 sin9d9 

Jo 

已由 （ 2 &li) 式给出 < 上式积分后，得① 


< I 一 1 ， 0 | 〜 | i0> = 


il 

— 1) (2Z —1) 


1->1 的跃迁矩阵元均为零[和单粒子的任一极矢量一样，见后面 
(30. 8) 式： L 和 （29. 7) 式比较后 ，得到 


①对 dcod 进行 1-1 次分部积分；此类积分的一般公式为式. 
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<Z — 1 — — <i jjnj f —1> — i\/^T, 

</ |n| / — 0 * 


(29. 14) 


倒 题 

把张量％ 〜一 是沿粒丫椏矢方向的申位矢釐）付角动哥绝对笸 

给定为 I (圯共方向即 I 不确 定） 的态平均化，求宂^ 

解.所求的张匱平均値仍为算符1这种 IT 灯可以只通算符秉述之+ 
其形式为 

筘 i n fc - "|"〜 = a H + “L- 夸 ( i + 1 ) f 

这是由 f 的分虽所能组成的艿迹为零的 M 秩对 称张帒 的轻一般形式，为 
T 求出常放士 1:式可* 乘&并 右乘并对 f 和[_求和乂由于 n 和力 5^ 
相垂丸，故 71,1=0(1 为备标 \ 系_积？丄?丄=士)*可用本怔值 
十 1> Z 代智，乘积 tiJJ , ^ fKlOO , 7) 式变换或下列 形忒: 

A A A A A A A A AAA A ■ A ^ A \ A. 

lil w ii f is = .、一 i^ml -,l ii 1 E ) 2 — t i ( ^ ^ “D = 

二 ) 2 + +e … e it 乙二 (h” 一 ? == ra + lV-ZG + I) 

(其中我们应用 ； r 经过简单整理后，得下列 结果： 

— -1 
°^{ 21 - 1 ){ 21 ^ 3 )' 


§30,态的宇称 

除了坐标系的平移和旋转不变性分别代表空盹的均勻性和各 
向同性以外 ； 还有-种变换可使一个封闭系统的哈密顿量保持不 
变.这种变换称为反演变换，它由所有咀标的 M 时变号所组成-亦 
即把每个坐标轴反向；右手坐标系变成左手噔标系，或者反之.哈 
密顿量在这种变换下的不变性代表空间的铙向反射对称性①.经 


①处于辏力场中的一个多粒子系统，它的哈密顿蛰对力心也有反凉+变牲. 
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典力学中，哈密顿函数对节问哫 m 的不变性并不穿致守衍律.帒 r 
力学中情况則有所不 N . 

我们用符号户（闲 " 宁称 ” 的苋文心 “Parity ”） 代丧一仑反演筇 
符，它作 Hj/ll 波函数 ^ (r) !: 的效恐足使吧标变 $ 

飞% !.“ y ) : m (30. 1) 

容易求出这个算符的本征值 P ，它由下式确定： 

Af /，（ r ): 尸0 0). (30. 2) 

我们汗意到，把反浈算符连巾两次 ，等 T 一 个恒方变 换: 函数的忘 
迓没有变化.换句活说，我们冇 .& V 即 P d ， 故 

P =±]. (30. 3) 

闲此，反 演算符 的本征函数用 p 作 M ! rh 或者根本不变，或者变一 
符号.第一种情况下，波函数（及其相应的态)称为偶的，访二种情 
况下则称为奇的. 

哈密顿 M 反演变换下的不变性（亦即算符力和 P 对易）代表 
了宇称守 恒律： 如果一个封闭系统的态具有确定的宇称（它是偶 
的或奇的），这个宇称在随后的时刻屮保持不变® 

角动景算符仵反演变换 卜也是 不变的，唞砬以及对坐标微商 
的算符都变号，结果使算符 d 2) 保持不变.换句话说，反演算符 
和角动量箅符对易，这意味惠 N —个系统可以在具有确定的宇称的 
同时，具有确定的角动景 i 和确定的角动 S 分景1.所有那 些只有 
| 值不同的态都冇相同的宇称；闶为-个封 m 系统的性质和它的 
空间取向无关，这可从对易式 L + P - PL + = 0出发加以证明， jl ； 方 
法和 (29. 2) 到 （29. 3) 的椎异方法相同. 

各和物理量的矩阵元具有一定的宇称选择定则.我们先朿考 


①为避免误解，必须申明这是针对非和对沦理论的.在相对 论涅抡 范围内.存 
在着 琺坏卞 称守恒的枏互作用. 


119 * 



虑标景.首先必须区分反洵后保持不变卩 爿寘 标量和反演后变七的 
恧耘量. I 个轴矢蛩和一个极矢量的标枳 .- -个真标跫的 
f 与卢对易；由于这一点，如果 p 的矩阵是对角的，则矩阵/ 
对宁称指标也是对角的，亦即除丫 ^ . 巧和 w — w 的跃迁外矩阵元 
均为零 （ ？和《分别代表偶态和奇志）.对 T 膺标显算符，我们有巧 
=— 坪;箅符卢和/反对易.对？―？跃迁而良此武的矩阵元为 
P ??/? f = — fwP ”， 山于 2 , ^ /Vp = 0.同理 / y，i = 0■因此， 

膺梂最矩阵中，只有改变宇称的那些跃迁矩阵元才不等于零.由 
此可知，标贵矩阵元的选择定则为 


(30.4) 


真标景 U ~^ U ^ u ^ u , 

鹰标量 9 ^ u ? w 1 

这些定则也可从矩阵兀定义出发育掊异出.例如，我们来考 
虑积分咒中心是偶函数， t 是奇函数.如來 f 
是與标帚，当所冇啩标变号时被积函数乜随之变号；另一方面，积 
分是延及整个空间的，不金因积分变显的更名而变化.因此，有 
fu 9 ~ _ /uh 即 /uff = 0. 

我们可以类似地导出矢蒉的选择定_，此叫必须 t 己得，普通矢 
景(极矣覺)反浈时交 I 而轴欠 ft (例如角动是欠量，它是 P 和 r 
两个极矢量的矢积)反浪时不变导.求 m 的选择定则如下： 

极矢量 g^>u f u^g, 

轴矢是 SU 


(30. 5) 


u. 


我们来确定角动量为丨的单粒子态的字称+反演变換 Or — 
一 z ， y — — y , — 在 球唯标 中相当于下列变換： 

r — r ， Q—tz — 0 ， ip^Tt ~r tp^ (30- 6) 

粒子波函数和角度的关系，是由角动景本征函数 r iM 给出的，其中， 
除开一个这里许不重要的常数外，具冇的形式.当 
史被 up 代咎后， 一 因子乘上了一个 （一1)' 而当0被 兀 一 e 代 
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替后，变成 7^(— ms 的二（一 (⑶ d ). 因此赘 

个函數等于原函数乘以（一 IV (和爪无关，与以前所讲的一致)，这 

就是说， f 值为给定的态中，其宇称为 

C-1) 1 * (30. 7) 

我们肴到，凡是 /为偶 数的态都足偶态， 〖为奇 数的态都是奇态. 

一个单粒了的矢贷物理最只食 1—1 成 Z±1 的跃迁矩阵元才 
不等千零（§29).记住这一点，苒和欠 M 矩阵元的宁称改变问题 
联系起来，参照 （30. 7) 式,可得如下的 结论： 一个单粒子的失量矩 

阵元只有对下列跃迁才不等 T 零： 

极矢鼋 Z —i 士 1; 

轴矢量 1-^1. 

§31. 角动置的相加 

我们来考虑-个系统，它由桕互作用很弱的两个部分组成.当 
把相互作用全部略去后，每一部分都能满诅角动量守恒律.整个 
系统的总角动 iL 可以看作处这两个部分的角动贵 L 和 h 之 
和.在下一步近似中，考虑了弱的相互作用后 ， 1和1 3 不再严格 
夺恒，但是模景平方值的贵 f 数 A 和4仍是“好的 " 量孑数 ， 适 
合于对该系统的态进行近似描述.把角动量看作经典量，我们可 
以这样说，在这种近似屮 ， L fllL 2 只绕 L 方向旋转,它们的长度 
保持不变. 

对这样的系统，产生/角动盈的“相加法则 7 ^问题 ：乙扣 h 
给定后 i 的可能值足什么 T 角动量 分贵的相加 法则是很明 显的: 
由于& = 卜 £ 2i ，可得 

M = M X ■■； M 2 . (31. 1) 

但对角动量平方算符，没有这样简单的关系，为了导出它们的“和 
加法则'我们作如 K 的考虑. 


( 30 ‘ a) 


_ 
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如果把 U U i u ，k 取作物理量的一个完全集合①，任一态 
可以由7^, i!/b 私 2 四个阬确定，当 M 和 h 给定以后， Hn 
」％可以分別取 （27^11) 个及 （2A 十 1) 个不同的数怙，因此典布 
(2A」-]) (2.L 2 +]) 个不司的态具冇相问的6和&植.我们令 
( Pl . W ；,为这种表象中的状患波函数. 

如兕不用以上四个最，我们也 " J 以令 M s UL 2 , L z 作为一个 
完佥集.那末，每个态可以用 Zhia , A I 四个惦标志之（其相应 
的波函数我们记作 h 当 A 和 h 给定以后，必须和以前一 

样 Hi 冇 （2 私 + l )(2 Z 2 + i ) 个不 M 的态，也就适说，对给定的 A 和 
h 而言， i 和/!/必须取(2私+ 1)(27」 2 + 1)对不同的数值+这些数 
讥可以用下法确定. 

把齐种可能的％和.仏讥相加起来，仳到相应的各个 W 植， 
如下表 所示： 


iii 

^2 

M 

U 

A 

~i 1 2 

U 

/々 -- 1 } 
l 2 ^ 

il ■ ， !'^2 — 1 

/] — 1 

U 

/. 厂 2) 


Li] ■ - 1 

丄 2 — 1 ( 

Li -\ L'i — 2 

L\ 一 2 

A J 



我们骄到，对应子一个 p 态（这时布一对值）. MU ) 
最大可能值为 』i/=ii+i 2 , 0态屮财的最大可能值，也就是 i 的 
最大可能 m.， 因而为 lh z s . 其次，1的 p 态冇两 
个.因此，具夼这种I值的 P 态也一定有两个；其中一态的 

① 以上闪个其它耑放在一起才能组成一个完全集.袒是其它物砰 Fl •汴以 
下的付论屮不起作 ；D, 为 表述简单讣，我们可以把它…完全咜去，而把以上四个 li •哲称 
为一个完令集. 
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L , (以及见 ， i —1), 另‘个态的/^心+仏一以以及）/ -厂 >- 

M = Tj X +Xn — 2的史态贫 S 个.这意味着，餘了 L = Li ~ bIj 2 , L — 
私十心一 1这两个值外，还会有 L = Lr : L 2 -2 这个值. 

继续分析下去 f M 値每减少1，具有给定 I 值的态数就增加 
1. 很易看出，上述情况会继续下去.苴到 M 值等干 IA — 为 
止. 当 好惯迸一步减小时，态数就不佴增加，仍等 T 2 h + lQn 果 
W }. 这就表叨，— 楚1的最小可能値.因此，我们可 
以得出结论， A 和值给定后，覺 F 数 i 可以采取下列各神 
数他： 


L=L,-Ln, L, I U 1,… ， iA — 又丄 (31. 2) 

这 M -起省 2 i s + l 个不冋的数饥（假定 L 2 < M ). 容易验证此时 
L ^ M 这一对 | 子数的确可取-1)种不同的数濟.要 
注意的是，如果我们不管 2L ^ 1 个不同的 M 防（对一个给定的 i ), 
那末， （31. 2) 中每一个可能的，值只对应于个态. 

上述结果可以用"矢董模型 77 直观地描述.如果令矢量 L 和 
U 的长度为 A 和1 2 ，則 Z 的可能値玎以用 Li 和 L 2 矢量相加后 
所得的 L 矢㉜的整数长度表示之；当1^和1^平行时，可得 A 的 
最人值 h i 当 L 和 L 2 反平行时，得最小值 jJV-LI. 

在角动量 A ， 4及总角动是 [都 具有定值的态中， Li*U 
等标积也都 凡有 定值.这些定值很容易算出来.计算 
L .“时 f 我们令丄 L 2 f 把它平方再移项后，得 

、 A 、 A 八 

2L r L 2 = L 2 -L 卜 

式右的算符用他们的本征悒来代锌，我们得到式左算符的本征值: 
L r L 2 j-l)-L 2 {L 2 'r l)^ (31,3) 


同理可得 
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L * Lj ~ ^\ L(L ~r 1) + Li (.乙 i 十 1) —/< (h + 1)} . (31. 4) 

现 / 十:來求“宁称的相加法则' 我们知道，山两个独立部分所 
组成的 ■•个 系统，它的波函数7等 T 这两个部分的波函数 %和识 2 
的乘枳，如果沿两个波函数 A . 有相同的字称（即当所冇坐标变号 
时它们冋时变号，或! M 〗 时不变号)，则整个系统的波函数显然是偶 
的.反之，如果和的宁称相反 f 则 V 函数迠奇的.这个说 
法可写成 

P ^ PiP ^ (31-5) 

P 是整个系统的宇称, A 和匕分別是子系统的宇称.这个法则4 
然可以立刻推广到山无相互作用的任意多个部分所组成的系统 
中去. 

特別是，如果孜们考虑的是处于辏力场中的一个多粒子系统 
(粒子间的相互作用假定很弱），则整个系统的态宇称[见 (30. 7)] 为 

/>=(一1广.、一，. (31. 6> 

我们强岡指出，上式¥数中只包含角动婧匕的代数和，一般讲来， 
它和 角动反 的“矢量和' 即泫系统的总角动量 A 是很不一样的. 

如果一个封闭系统(在内力作用下）发生分裂，它的总角动量 
和宇称都必须守恒.这些条件有可能使得 一 个系统的分裂因此成 
为不可能，尽管从能 S 角度看来这种分裂似乎是可能的. 

例如，我们來考虑一个原子，处 T 角 动量为 的偶态,并从 
能覺#1度看来，它贫可能分裂成为一个 G 由电+和一个角动量为 
l 0并处于奇态的一个离了-.但是 m 容易证 明这样的分裂灾阮 
上是不邱能的（或者说是禁戒的).这是 园为， 由于角动量守恒律， 
这个 q 由电； r - 的角动量也必须等干零，从而处于偶态 [ 户= (- 1 ) ° 
=+ i ]; 而离子-自由电了■系统的态将为夼态，可足该始子的初态 
却是偶态. 
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第五章辏力场中的运动 

§32. 辏力场中的运动 

量子力学中两个相互作用粒子的运动问题，吋以阳经典力学 
屮所作的那样，把它阆化成为一个单粒子问题.按 7(0 规律 G 
为这两个粒子间的距离）相互作用着的两个粒 f (质量分別为， 
m 2 ), 其哈密顿量呈以下 形甙： 

-~^A 2 l f7(r) t (32. 1} 

2 77 ! ■ 2 

j 

甙中△ 1 和八 2 分别是这两个粒子坐标的拉普拉斯算符.我们引进 
新变量 R 和 r ， 代替粒子的径矢和 r 2: 

r = r ,- r l? R== Ml±i ^； (32* 2) 

m ' 十叫 

^为两粒子梱 m 的欠鼋，而 r 为质心的径矢，经过简黾 汁算 后， 
可得 


i?= -T^r^r ~~ ^A^-^A + E/(r) (32. 3) 

2 (mi + m 2 ) 2 m 

式中 A 〃和 △分别是对 R 和 j * 坐杨而言的拉普拉斯算符，叫 - m 2 
是该系统的总质量，而 m ^- m x m 2 i ( m { -\- m {) 足折合质暈.由此可 
见哈密顿量变成了两个独立部分之和.与此相应，我们可以把 
写成炉 ( R )^ Kr ) 的乘积形式，其中的 < p ( R ) 函数描述质心 
的运动（如同质量为的一个自由粒子），而# ( r ) 函数描述 
这两个粒子的栢对运动[如同质景为 m 的一个粒子在辏力场 
中运动]. 

一个粒子在湊力场中运动时薛定谔方程具有下列 形式： 
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A0 - U ( O 0 . (32. 4) 

采用拉普拉斯算符在球坐标中的熟知表式,我们可以把上式写成 

去鼻 ( r 3 D + 去晶(〜 0 聲)+71^ 

+ 2 a TK -U ㈦]中=。‘ (32. 5) 

如果在式中引入 （26. 式的兜动量平方筧符 I 2 , 可焊① 

f. 

晶 [- A ^ r2 | f »] +C/( 心=坏 (32 * e> 

在辏力场中运动时，角动鼋是守恒的.我们来考虑角动量， 
及其分最 m 都有定他的那些定态.这两个彳 rL 确定了波函数的 

角部，因此我们要找的 （31 S) 式之解具冇下列 形式： 

^ = R ( r ) Y lm ( d , < p) t (32.7) 

式中的 1"^ 汛 9) 是球谐函数. 

由于 l{l -\ 1)F /WJ 我们得到径函数 i?(r) 的方 积式： 

^ Jr( r2 ^y lA T ^~ R " 2 0 rJ?-C/(r)^ = 0. (32. 8) 

上式根本不包含数值 h - m , 这与能级对角动量方向的简并度为 
(2Z + 1) 是一致的，这-点我们已舒熟悉、 

我们来阢究波函数的椏部 . 作下列变换 

R ( r )^ X ( r ')/ r f (32* 9) 

(32 - 8) 忒变成下列 形忒： 


①如采引人动呈的径向分黾负符一它的形伏勺 

■-- 一 i 方+ 二 一 i 知 )*• 

则喑帘顿 泣就可 以笃成下列形式： 

fi; i >； + .^I 1 /T i )+r ； (r') # 

'Irn 

这和技典哈密顿函数的球坐标形式完 上相同 d 
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+ (五一 f/) —X (32. 10) 

如果勢场 t /( r ) 处处有限，波函数 0 在整个空问也必须处处有 m , 
包括原点在内，从而苁径部 B ( r ) 也必处处冷’限+根钙这一点/ ( r ) 
在 r = G 处必须等 干零： 

X (0) ^0, (32+11) 

如果时势场趋问尤穷太，这个枭伴实际上还娃成立的（见 
^ 35). 

(32.10) 式在形甙上等 M 下具有下列势场的-维运动薛定谔 
方程： 

^ 1 (r)=C/(r) + -^- （32. 12) 

171 T 

它是势能 C/(r) 与下式 之和： 

a^(/ + j) m 2 

Zmr' 1 ~ 2rnr 2 f 

这个农式可以称力离心能.由此4见，辏力场中的运 动问题 ，可以 
归结为运动区域在一边受限制的 （r=0 处的边界条泮）一个一维 
运动问题./函数的归一化枭件也是“一维"的 ； 山下列枳分确定: 

™Jii| 2 r 2 c?r=f 、 Z| 2 dr. 

. 0 J 0 

一迫受限的一维运动，其能级是非筒并的（〗 21). 因此我们 
可以这样说,如果能 i 已经给定， M(32. 10) 式之解，亦即波函数的 
径部，就被完全确定.如果还记得这个波函数的角部已由〖和 m 
值完全确定 f 我们就得到这样的结论，对辏力场中的运动讲良它 
的波函数町以由五， Z 和 m 三个数值完全确定.换句话说，对这样 
的运动讲来，能量，角动董的平方以及角动置的 z 分置这三个量组 
成物理量的一个完全集. 

辏力场中的运动问题妇迠为‘维问题后，使我(1」有可能应用 
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振荡定理（见 s 21). 我们把其有给定£值的各个能设本彳(分 
立谱）按递增次序加以排列，给予编号数〜，令煨低能级的编号数 
为 《 r = 0.则〜确定了波函数的径部在 r 的冇限沆域内所具有的节 
点数 （^0 点除外).〜称为径置子数.对辏力场中的运动讲来， 
I 常常称为角量子数， w 则你为嗞呈子毁， 

对于负动 盐〗 值不同的各神粒子态，存-造常用符兮； 叫下列 
泣丁字母梂 志： 


= 01234567…. 



(32. 13) 


运动 于辏力 场中的一个粒 >,它的菡态总是 s 态；因为如果 f 
_0,则波函数的角部一定具有节点，但迠基态波闹数根本不存在 
节点.我们还可以断言，！给定后，能景的最小可能值随？增加.因 
为角动量的存在使呛密顿量中多出一个正项 h 2 ia ^ l ')! 2 mf \ Y £ 
一项是随【增加的， 

现在来找径函数在原点附近的形状.此处我们假定 


\imU ( r ) t 2 

f - ►Q 


(32. 14) 


我们把丑 （0 表成 r 的幂级数，当 r 很小时 A 保留该级数的 首项; 
换句话说，我 n 把及00表成丑: - 常数 x y 的形式.把它代人下列 
方程中： 

d ( r 2 dR / dr)/dr — 1(1 十 l ) i £= 0， 

这个式 T 足由 （32. S) 式朵以 W 后 H 取极限 r— 0得到的，结果得 

S(5 + 1)=;(Z+1). 


故 


S = Z 或 s= — (Z + 1). 

s = — （〖丄 1) 适个解不满足必要条件 ； r == 0財它空成无穷大（注盘 
^0). 因此只留卜、=;这个解，也就是说，具有给定的状态 
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波函数在原点附 E 和 w 成正 比： 

及 a 常数 x —. (32. 15) 

粒子与原点的距离在 r 和 r 」 心范围内的几率由 r 2 | i ?! 2 值确定， 
因而和沪“ + 11 成正比.可见 Z 值愈大，这个几率在原点愈快地趋 
子零. 


§33 .球面洩 


平而波 

t 二常数 x e fi/Tl>p ’ 

描述一个定态，该态屮一个〔 I 由粒子具有确定的动量 p 〈以及确定 
的能量 E = P 2 /2 m ). 现在考虑自由粒孑的另一种逭态 T 该态中，不 
但具有确定的 能足值 ，而且具有确定的角动跫绝对值及其分量值. 
为方便我们引入波数代替能量： 

k = f!h V - 2 ， E . (33. 1) 

ft 


角 动是为 /而投影值为 m 的状态波函数具有 F 列 形式: 




其中的径函数由下戊确 定: 


f 5 )， 


(33.2) 

Kl+l) 1 

^2 

^H = 0 

(33 - 3) 


[即 （32, S ) 式中 C /( r )-0]. 连线谱（对&而言）的 m 波函数满 
足下列汜交归一化 条件： 


对不 M 的乙 r 和不同的 m , m ' 而言的正交性有角部函数加以保 
i £. 径函数削必须按下列条件归一化 


r 2 R kl R ki dr 

Jo 


(51 


k 1 —k 

~2 ^T 


2nd(k'-k) 9 


( S 3.4) 
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如 衆我们 不是抱知度”归一化，而是按“能董标度”亦即按下 
列条件归一化： 


f ^^Hs f : ~- <5 (E f — £^), 

J o 


那末，按照一般公式 （ 5 . 14 )， 我们奋 




1 dk 


2a dE h 

0 时： ( 33 . 3 ) 式可写成 

d 2 ( rB ,, r ) 


2 jtk 


R 


: Jet 


dr 2 


+ Fri?, 0 - 0; 


( 33 , 5 〕 


上式之解，当 r = 0 时取有限阬并满 足归一 化蒗件 （ 33 . 4 ) 者[叁考 
( 21 . 9 ) 式]，呈以下 形式： 


D _ nSin ir 

- fit [I •— / - . 

T 

求解的（ 33 . 3 )式时，我〖门作下列 替换： 

二 r l X 

对我们有方程式 

^Ir^^a-rDX^/r-l 
如架上式对 r 求微商，我们得 





2( i ± r ) 

— r 2 



作替换 ^^t = rX^ l + [ , 上式变成 


( 33 .⑺ 

( 33 - 7 ) 




h tJ +! 


2(1 2 ) 
r 



- k 2 X i Tt+ | = 0, 


这实阮上 芷好是 本来应该满足的方程式.可见相邻的兩 
数满足下列 关系： 


从而有 
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义 i ， 出 = o, 


( 33 . S) 





Jt 



X 


Jrth 


其中的^。=屯。已由 （33. 6) 式所确定（该表式当然可以乘一任意 
常数）. 

就这样，我们最后求得的一个自由运动粒子 的径函 数具有如 
下的尜 太： 


^kl — ( — 1) 



sin 如 
r 


(33 - 9) 


「因子 是为归一化目的而引进的（见后 ） 而 C - D 1 是力方他而 
引进的].函数 (33. 9) 可用半整数阶的贝塞邛函数表成 

札厂 -2^ ㈣ ， （33. 1。) 

▼ r 

其中 

(33.10 


称为球贝塞耳函数①. 

为了求得径函数 （33. 9) 式在远距离处的渐近表式，我们 化意 
到， r — w 时衰减得最慢的那一项，可由对 sin * r 求微商 Z 次后求 

得.由于每进行一次- d /办 的微商，正弦函数的宗量增加一 j ； r ， 
故得下列渐近表式： 

2 sin ( fc ，— j I 冗、 

札:〜—一 — J —— L m (33, 12) 

T 

^21中已经解释过 T 函数可以利用它的渐近表 式:加 以归 


① 


前几个函数为 

+ _ co^r 

A 丨，人 f x ' 



dnx - 


.^cogj 

* 1 


打时也采用另外的定义，使这些函数乘 a 


* ; w * 




一化. 把渐近式 (33. 12) 与 （33. 6) 式中的们一化函数相比较， 
可以看出 (33.9) 式中所用的系数使得函数实际上已经归 
一化. 


在原点附近 O 很小)，把 ^ inkr 展成级敛，求微商后，只保留 
^的最低幂次项，得 © 


1 d \ J sinZ:/' , 1 . I / 1 d \ l 

Td^} \ydr) Tsmrr 


= (- l )^ fH /(2/ + l)U 
故函数在原点附近具有 r 列形式； 


- 


2 Jc x ^ , 
(21 1 - 1)1 I r 


(33* 13) 


这和 (32. 15) 的一般结论相符合. 

某些问题（散射埋论）中，需要考虑的波函数不满足通常的有 
限性条件，而是对应于流向或流出原点的粒 子束. 要求灯描述角 
幼逼丨=0的这些粒子束的波函数，可以把 （33. 6) 式中的“球驻波” 
解换成以下形式的球 m 射波解 i?r。， 或球人射波解丑「 0 ; 




A 

T 


e 


±ikT 


(33.14) 


在角动量丨不等于零的一般情形下，我们求得的 （33. 3) 式之 
解具 有以下形式： 

(33.15) 

这些函数可以用汉克 :N: 函数表出如下： 

祀产士 丑 7;r(h) (33.16) 

+号和-号分別计对访一炎和第二类汉克耳函数， 


①记& + = 友了 d 宇你的所打笹数相乘立氕 

2 / + 1 为止， 
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这些函数的渐近式为 

B^^Ae ±iUr ^ im/2} /r 9 (33. 17) 

在原点附近，具有形式 

(33. 18) 

我们把这些函数这样们一化，使它们对应丁沾萆位 IM 间 H 放 
出（或吸收) 一 个粒子 I 为此我们注苡到，远跗离处的球面波尔任一 
小间隔内可以看诈一个平而波，其中的几率流密度等子哕％ 

式中 u M/m 为粒子的速度.归一化条件由町二1所确定，忒 

中的积分是在一个半校 r 很大的球而上计算的，也就是说， \ jr^do 

■ 

二1,九中的为立体 ff ] 元.如果角部涵数 LL 按以前力式 U-itr 
则径函数屮的系数/I必须等于 

a = ^ t = ^w (33 - 19) 


有一个赉似于 （33.12) 式的渐近式，这种表式不何对自由运动 
的径向波函数能够成立，而且对在远处消失得足够快的任尨场① 
中的运动（具有正能蛩）也能成立.在远距离处，我们可以把莳定 
谔方程中的势场和离心能全部 略去， 留下以下的近似方程： 


这个方程的通解为 


R 



2 sin [ hr — ^ 


(33.20) 


其中的4足一个常数、称为枸稃，式中所选的常因子便得波函数 


① aiN -^ i^S 1^4屮指出，成势场应比 l / r 消失得快. 
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已经按标度 p 们一化丸常数相移 A 是由边界条件确定的 
( r — 0时私，为有 限）； 它不能用一般方式算出，而要从精确的薛定 
谔方程式中解出來.这个和移4当然是 Z 和&的 函数，并且是连 
续谱本征函数的一个重要特性. 

例 m 

1- 角动量为 f = o 的一个粒了在下列球对称方势阱中运动.试求其能 
级： 时 C 7( r )=— 时 C 7( r ) t=CL 

解，1 = 0的波函数 R 依赖于 r . 阱内的薛定谔方程呈以下形 式： 

+ ^(_)+心= 0 ， i 五|), 

T =0 处取有限肽 的解为 

T 

100时，方程式为 

Y 品1(_)-以卜0，^ =-^- v ^2 mT ^ T * 

无穷远处等于零的解为 

ip = A ' e -^/ T . 

由的对数导数在 r = a 处的连统条件结出 ： 

fccot td— — K— — J 

或 

s{nka = ±ka \/~ 2 W^u 7 

这个式子以隐函数的形式确定了欲求的能级「按 （1) 式. h 式枨号前所取的沒 
号必须使 cmAaco ]. 共屮的第一个能级 （i = 0) 也就是所舡能级中最深的 


①正弦函数的宗量中加有 — - i - h —项，其 B 的是使 &当势 场捫失时满足 

ii 

S , = Q . 由千波闽数的正负孑一股讲来迠无所谓的，&只能确定:到相差一个不 fe 
2 rwi > 为止，闽此常令 A 之值介于0和^之间， 
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CD 

( 2 ) 


能级（见5「>2)，对应子该粒 F 的基态. 

如果阱深足够小，负能级就不存在，粒+就不能在 W •内 ( t 逗留 ' 这一 
点，用以下的作图法弈易 M (2) 式屮沿出來，方程式士 的根 I 4以 

用古 = 和曲线 3 f = 士 sma ? 的交点沿出，我们应该只取 COt ^<0的那 
些交点；女曲浅中的这一有关部分住阁9中用实线画出.我们看致 I 



如果 a 足够大（％足移小: K 这#的交点不能存江.当直饨处于 


HIM •、即 a = 2/ jr 时，/!•: 处出现第_ ▲ 个交点.令 

我们缺可以求得只有一个似能级1卜」的最小肿深： 


A/ V 2ma z ~U c , 


U \ 


^ mct 1 




釕太，势肿半径 a M 愈小.第一个能级 A 开蚧出现时所 fr : 的位 
置由切= jtT ■确 也此吋 ^ = 0. 当阱深进一步增加时，基态 能级足 下降， 

当差值很小时，有 

-^-(^ Vl ^^ VmuA 2 ⑷ 

2. 试求： 扛一个报深的球势阱中 (_(7 c » AVma 2 )， 角动 R «值不同的各 
个能级的排列次序 （ W . Elsasser , 1们3). 

解 当^ —* 时，阱边的条件要求 p 尥卜零 （参考 S 22」.把阱内的任 
向政函数3成 （33. 10) 的形式，可得下列方程 

J 卜士 ( Aa ) = 0， 

当；取不冋值时 U 式的各个根就确定了肿底以上各能级妁 ft 置 iW 2 m = 
= U ,~ |瓦|).从基态开始它 n 的排列次序如 1、\ 

1«，1 jk ld t 2 心 I/ n 2 p, lg, 2 d, U. ；^, 2 f, 
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字母的的数字标志 f 值相同的能级的出现次序®. 

3. 试求： 当肿深 K 逐断增加时，不同 f 值的各神能级的先沿出现次 

序. 

解.好当•一个新能级开始出现时，它的能设此时的阱外肤函数 
为及产常数 XT — “+:、满足 T — 00时的杂阼[方稅忒 （33+3)3 it = OHt 
之解].裉据帥边丄及和尾的连续性.待别是隞商（卜~7?..^的连统性.可 
得阱内波咱数^这种惜肜卜所调兄的 条泮： 

r = a 时 . 、产都 

这个条件等价@于 Tga 时的禺^ = 0,町按〔33. 10) 式，得下列方程 

' h 、’ 2m0 :)。 0 ; 

l ^0 H , J t JL 函数应涣成余弦函数. 由上式吋扔 K 逐渐增大时各1、新能级 
的先后出現次如下所示： 

] 况 ， j lrf s 2e, 1^^ Sjj ， 1(7* 2d : 3 舌， lfe. 2/, -■■■ 

往盒，它和深阱中能级排列次序的 差别， W 出现高的能级屮+ 

4. 求一空间捩子(势场 jmWr 2 屮的一个粒子 ") 的能级.弁求它的 

简扑度，以及相应定态屮轨道角动疑的各种可能迫. 

解.在 = j^ 2 i> a + 浐+夕)势场中的阜粒子薛定谔方桎，能用分离 

变里法归结为三个纹性振子方程.故共能级为 

芯 = fto/i 十〜十 …+1) 兰 jW ( n + 

第《个能级的简并度，等于把 n 分割成三个 [ 整玫（包括零）之和时所应 
具有的各种不同分割方法的总数％它等于 

® 这种记号对原子梭中的拉子能级讲來经常采用（见〗 11C + 

© 按 （33.7)(33 8)式，我们有 = 广 Wi - L . 由]: Z 换成_ Z - 1时方程 
灾(33*3)保抟不免我们就有（4 +1 /^-1) / = 4+1及4最后，由 T 开_ : 和及―满足同 
—方？^从而得 

这就是题屮所用的式子. 

@换切话说，这就足把™个相 N 的球分配到二个匣子里有多少朴不冏的分 K 方 
法的 总数. 
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(n+m 托 +2) 
2 


定态波函数为 

分，… 常数 («疋） 丑 孖 n ,( o^) T (1) 

其中的 a = x / W 7 瓦 ( w 为该粒子质; Hi ). 当坐 标反号 时，丑„多项式变成 
(- iyn H - 故函数 （1) 的宇称为（一；0"‘ + *，〜 =( 一 I )_. 把满足 
u 为给定）的各个函数加以线性组合沿，可 a 组成以下一套函数； 

V 、 am =# 数 X〆 山一音 r i+A y (2) 

其中的 >1 =0,1，…， I 、 m !当 n 为惘数时可取 0 J ， … A 诸值，为奇数 
时可取1,3 ,…， n 诸值.这是由于函故红 U 1) 的宇称为（ — 〗）' 而函数组〈2) 
的宇称为（一 I ) 1 ，这两个宇称必须相间 ， 这就确定了所考虑能级中轨道角动 
量所能采収的各种可能阬 . 

因此，空间振子的能级次序〔采用题 2® 3中所用的记号）如下： 

(m T (1 多）， (Id, 2s) t (If, 2p}, (lg, M, ⑷，… ■ 

栝号中包牯了间一能级的 各种苘 并态' 

§34. 平面波的分解 

考虑一个自由粒子，沿2轴的正方向以袷定的动量值 P - kh 
运动.这种粒子的波函数呈以下 形式： 

t =常数 x e “' 

我们来钯这个函数屈成 D 由运动的角动泣本征函数由 
千所考虑的态中能里只有定值 /2 m ， 显然， 欲求的展式中只 
能出现具有上述 A ： 怙的各种函数.此外 f 由十£〜函数对：：轴其 
冇轴对称性，它的展式中只能包含与 f 角无关的函数，即 m = 0 的 
各种函数.因此一定冇 

0* H 

€* ks = 〉: 》^ ojj^yjc 


①注盘允动鱼 iiii 不冋的斿敁相 互箾弁 ；见§ se 未段的附注. 
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其中的 A 是一些常数.把 （2 匕^和 （33 - 9) 式的。相 函数代 
入上式,我们得 



^^ C . P ^ cobO ) 


r \VJ_ d Y sin ^ r 

k / \ r dr/ kr 


(a = r cos 0 )' 


其中的 G 是另一些常数.上式两边都展成 r 的幂级数后，再比较 
( r CO dr 前 m 的系数，就可以把这些常数求出来.对 I :式的右边 
饼来： （ r C O S 0) n 只包含在第《个求和 项中； 囚为时，径函数 
的展式是从 r 的更高幂次开始的，而当；时， P ,( CO S 0) 多项 
式中只含 cod 的较低次幂. P . icosd ) 巾 cmW —项的系数为 
(2 川 /2 ( (; I ) S [见 （ c . l ) 式].神用 （33. 13) 式，可得上次右边展幵 
式中的欲求项为 

4 y\i r (20 : (k-rcopO) 1 
、 ^ 1 2 1 (11)' 2 (21-^ 1)11 

上式左边（在 e ( ^ ss 的展式屮）的对应项为 

( ikrcosS } l / l ^ 

以上两项相等，我们求得 Cr ~ (- t ) f (2 M I ).因此最后求衍的展 
式为 


e^ a = y ](-{) f (2 M 1) P , (⑼ s 0) 



(J \ l ^in kr 
dr/ kr 

(34. 1) 


此式在远距离处呈下列 m 近 形式: 



十 UP ^ cod ) sin 



(3^. 2) 


(34. 1) 式中 y 轴沿转平商波波矢 k 的方向.这个表式可以写 
成更一般的形式，使它 u 坐标轴的选取无关.为此必须应片]球谐 
函数相加定理[见仏 11)]: MU 方向和 r 方 M (沔者的火 / T ] 为 0) 
的球谐函数崁出多项式结果为 
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e i]c r ^4^ S i l ji r M ) Yr m W ^ y ^( r / T }. (3-1.3) 

1 = 0 ri= - i 

义 (h) 函数 「山 （33. 11) 式定义] R 侬赖于乘枳 tr, I:式叨显地 

对你 P 欠量 k 和 r; 两个球偕函数中，不抡哪个取 u 北轭 起亳无 
哭系. 

我 H 把 e 〜归一化成几串流密度等下1的波函数+使它对应 
于这柞一股泣 T 流，该粒子流 平行干 2 轴， 铋哏位时间内冇 -M: 
子穿过一个单位而积.这样的归一比波函数为 

^ --v - e ‘ u=i v /-^€' ia , (34, 0 

、 kJi 

其中” 为该粒 - f 的速度；见 （19. 7). (34, 〗）式两边各乘 
在式;妇引; im —化 的杞 ! m =/ n : ( r ) Y ! m (^，< p ) 函 放后，我 ! n 俘 

<9 

免 = yW ^ W ^ Ty ^ u，t d 心 

i ~ 0 

按照一般规则，这个展忒中或 D 前而的系数的模最 
平方怙，等子汇子原点（或从原点发出）的粒+流屮一个粒子 H 有 

角动景/ (梠对于原点）的几韦.由干波函数 v ~ K ikx tn 当丁流量 
密度为1的粒+流，这个 u 几率"就具有 m 积的 _s 纲;它可以宵观地 
解释成角动量为丨的粒子所应通过的邠个"截面”（在即平而内） 
的面积.用〜代表这个量,我们有 

(7,-^(2； -'-1)/ F . (31. 5) 

/值 很大时，在 A 〖区 「 uj 内（此时有 1«. U « i > 的截面之和等干 

〉' 〆 ! ^^-21 Al = 2 jt -- ? —AL 


把负动置的经典 a 式 r 人 （ p 称为碰撞参置)，上式变成 

2 jrpAp ， 
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就 U 经典结畏相一致.这桴的结果井不是偶然的；以 G 将看到，/ 
值很大时，运动是准经典的（见 S 49). 


§35,粒子向力心的“坠落” 


为了揭 永贵 子力学 E 动的某些特性，我们来考察 -种 冇益的 
惜况，尽管这种怙况本身扑没有直接的物理 盘义： mi 粒 子运动 
于其一势场中，该场在某点(原点)按 U ( t ) 一… tH ) 的规# 
趋向无穷大；场在远离原点处的形状，我们不予考虑.我们在 
中已经蒞到，这样的 惜况， 是介于通常的定态运动和粒子向力心的 
“坠落”这两补情況之间的. 

在原点时近,薛定谔方程现在变成 

E rt ^2 R ? / r ^ yR / r 2 =0 (35. 1 ) 

[丑 (r ) 为波函数的径部1式中引进了下列常数： 

产学 -… + 1> ， (35. 2) 


并且已经略去了褡次低于 1/r 的所冇各项；能量6的数伉假定总 
有阪的，因而含 E 之项亦已在方程中略去. 

我扪瞪定 E 的形状 为此〜 V;則可得出$的一个二次 方程： 

_ S (5 + 1) + v = 0， 

它冇以下两个根： 




2 





(35, 3) 


为了进^歩汧究这个「" I 题，最好采用以下的歩骤 . 我们先绕 
m 点划出一个半径为 h 的小区域，并用常数 一 WH 代替 这个区 
咸内的 - Vir % 函数.然后把这个“截断”场中的波两数求 出来， 朽 
来研究过渡到极限情形 0—0 时能得什么结果. 


我们先假定此时 A 相 h 都是负突故，彳彳:且 Sl > h ， 
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对 r>r 0 而言 t 薛定谔方程的通解與有下列形式（我们永远限 T r 
很小时的情形 h 

R = Ar a ' \ Br s \ (35.-1) 

Z 和都迂常数.当时.方程 

R ,; -\-2 R ! jT ^ yRirl =^ 

之解如果在原点取苻限肢，则此解的形式力 

A = V 7/ r 0 . <35. 5；> 


在 r = r 0 处、 B 函数及宂导数兒必须连续.这 R 个连统条件屮护 
一个条件，最好改为 rii 的对数导数的连续性条件.由此得出下列 
式子： 

Msi 卜 1 ) 4 . f B ( s 2 + 一 1 过= 

7 ~Jjt . + n ~ " r 7~71 Ti ， —队 


或 




V cot v * 


从上式解出的比伉呈以下的 形式： 

5 M = :常数 xrK *，. (35. C ) 

现在讣 r 0 -*0, 我们发现注意由此可见，对 
薛定谔方程 (35. 1) 的两个在原点处发散的解讲采，我 fH 应该选取 
发散得较愷的那 个解： 


R = A/t ^K (35. 7) 

现在设 y >|_ 此 时〜和 h 都成为 复数： 

4 

二- V - +)， ^2=^ f . 

重复以上的分析，结果仍得 （35. 6) 式，把~和~的值代入以后 
得到 
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(35. S ) 

过渡到极限情形上式并不趋向任何固定的极限值，可见 
不可能直拉过渡到极限.采用 （奶 .8) 式，则实解的一般形式可以 
写成 

常数 +)1 叩 常 数). （35.9) 

这个函数所 H 的零点数随 r 。 的减小而无限增多，一方面，由 
于 （35. 9) 式对具有任意冇限能量值五的波函数（指 r 很小时的波 
函数)讲来都能成立，另一方甜，基态波函数是根本没有零点的，我 
们就可以得出这样的推抡，该场屮粒子的“基态”对应于能量 E 
= — co . 对分立谱的任一畎态讲乘，粒子主要是在丑的空间 
区域内.因此，当 — m 时，该粒子处在原点附近的无限小区域 
内：这就是说，该粒子“落，人力心. 

粒子开始“落”入力心的"临界”场^扣当于^中 

- l / i - 2 前妞灼最小系数可以从 1=0 的 （35. 2) 式得出，即 

V er -- - ft ! /8 mr a . (35.10) 

由 （35. 3) 式可以看出（式中的 Sl ), 薛定谔方程允许解(在 G 〜 1/ r 2 
的附近）的发散程度在 r —0 时不快 T 1/ VT . 如果 r — 0时该势 
场比 1/ P 更慢地趋向无 穷大， 则在原点附过的薛定谔方程中 , tuo 
与其它项相比讨以略去不计，从而得到和自由运动相同的解答，即 
妒 〜V (见 §33). 最后，如果勢场比 1/ r 2 更快地趋向无穷大（按 

_ l / r * 规律， s >2), 那末，原点附近的波函数就和成正比 
(见§心例题）.在所有以上情况下，乘积在 r = 0 点都趋千零. 

其次，我们来研究场在无穷远处按—芦/一的规律消失并 
在原点附近具有任意形式財，薛定谔方程之解所具有的性质.我 
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们首先假定容易证明这种情形下只能存在有限多个负能 

级①.实际上，能量及=0时，薛定谔方程在远距禽处呈 （35. I )形 
式，它的通解为 G 5. 4) 式.可是 (35. 4) 式的函数是没有零点的 
( r #0 时)； 因此，径向波函数的所有零点都位于有限距离内，它们 
的总数是有限的.換句话说，分立谱的终止能级瓦=0的编号数 
是一个有限值. 

另一方面，如果分立谱就含无穷多个负能级.实际上 f 

U 的状态波函数在远距离处呈 (35. 9) 髟式，具有无穷多个零 
良从 M 編号数永远是无穷大. 

最后，设场茌整个空间内呈形式.如果 y >+， 

该粒子就"落"入力心，如杲则完全不存在负能级.实际 

上，此时丑= 0的状态波函数在整个空间内呈 （35. 7) 形式； 这个式 
子，在佴限距离内没有零点，亦即它对应于最低的能级（对给定的 
I 而言 >. 

§36. 库伦场中的运动(球坐标） 

辏力场运动中-个极重要的情形是库伦场中的运动 

t / = d = a/r 

(其中 a 是一个正的常数 >. 我们先考虑库伦引力场，因而写成 
- ajr , 根据以前讲过的一般考虑，兄然负能量木 征值呈 分立谱（具 
有无穷多个能级)，正能量本征値呈连续谱. 

(32. S > 的径函数方程呈以下 形式： 

①这里 e 经假定了 r 很小时该％屮的粒子不会“落”入力心. 
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2 dR + i ) p 

dr 2 r dr r 2 



(36. 1) 


如果我们考虑的是两个相吸粒 T 的相对运动， m 应取折合质量. 

在涉及库伦场的计算中，最好采用一种恃殊的单位制代替通 
常的舉位制 f 我们称它为库伦单位制.这种单位制中的质量、长度 
和时间的量度单位分别为 




ma ^ ma 2 


所有其它单位都可以从以上三个单位导出；例如能量的黾位为 

ma 2 


在本节及下节中，我们都采用这种单位制（除非作特殊声明） 

(36. 1) 式在新弟位制中变成 

j ； +2 / E __X\n = o t (36. 2) 

dT 2 T dr T 2 \ T / 


分立谱 

引人下列新蹵代 替参景 E 和变景 r : 

w ^ l / V ( r W ) 7 p = 2r / n . (36* 3) 

忍为负値时， n 是一个正实数. （36. 2) 式作 （36. 3) 式的替代后 
呈下列 形式： 


①如令布二9.〗1><1：^ 1 克为电子的质3：，并令* = 为电+的电荷 ) T im 

沦黾位制就和原子单位制一致.长度的原子黾位为 

X 529 X 10-* M 米 

(称为玻尔半径).能 t 的原子单位为 

me */^= 4 ^ 6 X 10- ]1 尔格=27+21 电予 R 持. 

取这个单位的一七称为 I 里德伯 （ rydberg ). 电荷的原 T 承位为 e = 4. SO X 10_!•静 
电单位.在原式中形式地令二 ft = 1,我们就彳! f 到原+单位制屮的各个公式.对于 
库伦箏位就和原子单位不 
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及 "+A 纪卜 
P 

(撇兮代表对 P 微商） . 

P 很小 时，满足有限性条件.之_ 勹〆 成正比 [见 （32. 15) 式' 
P 很大时，要计总 i? 的渐近行为，我们吋丫1:(36. 4) 式屮略 上岔冇 
i/p 和1//> 2 之项，得下列方程： 

故.我们只对无穷远处等于零 ff:j 解感兴趣，可见， p 很大 

时，这个解 R 按 e _ > 的规律递减. 

据此我们很 D 然地作下列替代： 

^J_ 

R = p l e yi V ， (p )， （ 36.5) 

此时， （36. 幻式变成 

pw' r H - (2 i ~r 2 — p) w' -f - (ji — l — 1) w.’ = 0. (36. 6) 

龀式;之解在无穷远处应该不比 p 的仟盘 有限次幕犮散得更快.而 
当 P = 0 时应该等于一个奋限值.满足后一条件之解为下列合流 
超几何 函数： 

w+^-M, 21 + 2, p) (36. 7) 

(见数学附尕卩 d)®. 满足无穷远处条件之解，要求 （36. 7) 式中的 
- n-hl + 1 A 能取负整纹（或岑） （ 此时， （36. 7 )式所 示的 涵数变成 
一个 P 的—； 一 1次多项式.杏別（ 7) 式在无穷远处将按#方 
式发散[见 (d. 14) 式]. 

由此得出結论 f n 必须婭一个正整数，对给定的 Z 而古，必 

须冇 

n ^ l -1. (36. 8) 


① (36. 6) 式的第二种解当 p — 0 时按 p ^- J 方式 发散. 
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一丄 + ? 丄一 £.( 二 4 立 (36. 4) 

4 P 〆 J 




f 乙及 OS. 3) 式中参置 w 的定义，我们得到 

E ^=~ l / 2 n \ 2 ，…， (36. 9) 

这就解决了庳炝场中分立谱的能级问题.我们看到，在零 -V 基态 

能级 A = _ i 之间，存在着无穷多个能级.相邻能级的间距随托 

的增大而递减；这些能级愈来愈密地挤向瓦二0的能级，在 F 二0 
处，分立谱寅吿终止而转为连续谱.在通常的单位制中， （36. 9) 式 
呈 K 列形式 ①： 

^~W* (36 肩 

整数《称为主置子数 J 32中定义 的径量 T* 数等子 

n T = n—l 一 1 , 

主量子数的数值给定后 j 可取以下各种数値： 

/ = 0, 1, **% n — 1, (36* 11) 

即 i 可取《个不同的数值 .（36. 9) 的能量志式中只出现^因此, 
n 相间〗不同的各种态典有相冏的能贵值.出此可见，每一个本 
征值 f 不但对磁量子数 m 而言（这赴任意辏力场所共有的)而且对 
I 而言都是簡井的.后一种简并(称为偶然简并或库伦 简并） 是庳 
伦场待有的性质.我们知道，对侮一个丨值而言，有个不 
同的 m 植，因此第 w 个能级的简并度等于 

TI — I 

^{ 2 / + 1 )=^ CZG t 12 > 

i=Q 

定态波函数是山 （36. 5) 和 06'. 7) 式确定的.仓流超几何函数 
的两个参貴都为整数时，除开一个因 f 外，等于广义拉盖尔函数 


①在虽子力孕出现之诏的年 + hL 玻尔皆先得到 (3 EL 10) 式， 萤子 力学中 T 
泡利于：&26年运用矩阵方法得到此式 + 儿个后：薛定谔（运用泼动方程 〗 又求出此 


(见数学附录故 


仄『=常数 ^ VV ( P )* 

径函数应按 F 列条件归 一化： 


Jo 


J ? V 3 rfr = l . 


其最终形式为① 

及 Bl ; 


A Un-l-l) I 

^\ { l ( nTJJJY e 




2 r ) 


2 


(ti -1)1 


n 


1+2 


(21 十]) jV 〔沒 一/ — 1)1 


x ( 2 r) l e^ T/n F(-n+l^-l } 2 l-\- 2 , 2 r/n) ( 36 , 13 ) 

这个 in —化积分是 m ( f . e ) 式算出的②. 

在原点附近，呈 F 列 形式： 




2 




(n \ l ) 


2+* 


(2/ 十 1) M (n — l — X ) 


(36. 14) 


在远距离处， 


K ™1 广 


一 '- 


2 n 






( 36 . 15 ) 


① 我们给出前面几个 函数： 

iiu,-2e^ r . 

L (1/( I —奋士 

Jias = (1/2 W>e 2 r r f 

2 fa &= (2/3 v ^)« 〒『(1 — ~|^-卜吾)^)， 

Jtn ^( B ! 27 \/~ 6 } e ~^ T r ^] - yr ), 

U / Sl\/^)e 1T r \ 

② 把拉盖尔多项式 A 苫式 （ d . 代人.汴迸行分部枳分，也能算 m 这个归一化 

枳分[与计1¥勒比德多项式的积分式 ( c .&) 扣似] . 
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当距离 r 的数景级达到 r 〜1时（在通常单位制巾 r ^ h 2 / ma 时 ) t 
基态波函数％。指数式地下降. 

r 的各种¥次的 平均仉 是州下式计总 的： 


rr ^ Rl . dr . 

Jo 

应用 （ f .7) 式可以求得 P 的通式.我们在这里写山_前几个万値 
(包栝正、负&估）： 


7 =去 [3^ -川 ri)] r 


t 2 — 1 — 3 ^ (/ + !)], 


r~ ] = 1/re 2 , 


r ~ 2 = 1 /W (名 + 


i> 


(36. 16) 


连续谱 

正能巧 本征值呈连续谱，从零一盅延伸到尤穷大.句]一个这 
样的本征值都足无穷简并的；因为每一个 w 值有无穷多个忐4 之 
对应，这些态屮 的〗， 可取零到 oo 的所有整数值（对给定的厂 ird 
言， m 还可取各种町能的数情）. 

(36. 3) 式中定义的 数值〃 及变量 P, 现在都变成纯虚晟： 

n ^- i /^ W ----- — i ! k i p 2 ikr t (3S. 17) 

其中&二 VW® .连续谱的径函数竖下列形 式： 

g *» { 2 kr ) l e - i !! r F{ilk \ l I 1, 2M-2, 2 itr ), (36. 18) 

t 「上 j • 

其中的足妇一化因子.这些径 函数可 以表成 K 列复枳分形式 
(见 M): 

( 36 * 19 > 

① K 和电可以圯 ka 闽控式 F-am 实函数当 3 b 
采用郇一祌定■义无关. 
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所取的枳分路线①如罔〗0所示. 
通过替代 ^ = 2 ikr(t - 这个 

积分可以化成 E 为对称的 形式： 

Hn-1) 十 

(36. 20) 



所取的积分路线沿正方向绕过£二 士+两 点，报据这个表式立刻 


可以看出函数都是实函数. 

利用合流超几何函数（丄10的渐近展式，可以立刻求得波函 
数 h 的类似展式. < d . H ) 式屮的两项给出 T 函数見：中的两个 
复共轭表式:,结果得 


n 


xC?(r+-l + - -2ibr)l t (36. 21) 

如果波函数按％ /2 .T 标度”归一化[即按彔件 （33, 4) 归一化]， 
则归一化系数等于 

C^2ke n/U 丨厂（厂卜 1— i/k)\. (36, 22) 

因而当/很大时，的渐近表式[即 (36. 2〗）式的展开式中的酋 
项]具有 T 列 形式： 




2 

3=5=?- 

r 



^- log 2 A : r 一 



①我们也可以州沿正方向绨过纟= 0和 〗 = 2 Uf 两个奇点的住盗一条封 R 曲 
线，来代替罔 iO 屮的积分 illl 线，对整数的 i ， 函数 
绕此曲线一周间 到原! £. 
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(3, - ar ? ra + l - i / fc) T (36. 23) 

这和辏力场中连续 m 的归 化波函数所具有的一般公式 （33. 20) 
相一致. （36. 23) 式和 （33.20) 甙不叼之处，在于正弦函数的宗量中 
存在一个对 数项； 佴由千 log 与 r 相比增长较慢，在计算无穷远 
处为发散的归一化积分时，这一项的存在是无关紧要的. 

出现千归一化闶-了 (36. 22) 式中的伽玛函数的模量值，可以用 
初等函数表出.应用熟细的伽玛函数的性质： 

厂 （3 十 1 )=Z 厂 （ 2 ), P ( z ) T il ~ z ) = it / sir \ it 

我们有 

r(l + l ^ i / k ) = (l : n) … （l + i / A :)( H ) 厂 （ i / Jt )， 

厂 （Z + l — =( 卜 i!k) … O—iikW — 

以及 

ir(i+i —H) j ―[ 厂 （ z 十 


故 



(36. 24) 


? = 0 时，乘积改成 1. 

取极限便能 U 到霉能景特殊惜况下的径函数 T 对此有 


F (士 + 1 -rU 21 2 , 


2i/rr 


- F (i 


2卜2, 


2ii-r 



2r (2r) 2 

(2 厂 |-2)_11+ (2Z:2)(2“3)*2I—■ 

= (2M J)J(2r) 


其中的 Am 是 1 阶贝塞尔函数. ( o 6,24) 中的 (7,, 系数，当 
A 4时，尥向于 


• 1^() * 



故 


(36 + 25) 





[-ffjfc!/ ^ 1 ^ \f 2f+lOv^Sr) J 

T T 

r 很大时,这个函数的渐近式为 ® 

[_R kl i^/ “ n ( 、 ’8r- b - 子 )- <36.26) 

如果改为以能 i 标度! Id — 化，即把改成（33.5)式的及| ; ,则上 
式的因子消失0时，保持有限. 

在库伦斥力场中 (U = «/0 只存在正能量本征值的连续谱.从 
数学形式上讲来，把库伦引力场方程式中的 r 改成 一 ^就可得到 
斥力场屮的薛定谔方程.因此， （36. 18) 式作冏一更改后,立刻得到 
斥力场屮的定态波函数.归一化系数仍由渐近表式所确定，所得 
的结果为 

t = ^yr 财产作 

Cn — 2be~ M/2k I r{ 

Bjtk T 

^_ _• ■ 

一 t 

r 很大时这个函数呈下列渐近形式 

2 / 1 

匙， - 呼卜 T lD| 

r 

d £ - aigf'l l -t 


+ Z + 1 ， 2i H - 2 ? — 2j, 


^ + 1 + 


k 




(36, 27) 


— —Si j , 


1 + 


■ 


hr 


<36. 2S) 


①注]^这个函纹相当于运动冈成内所爪的准经典近似式 
(& 沾乂 
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库 伶简并 的本质 


粒子在库伦场中作经典运动时，这种形式的场有一个特殊的 
守恒律;如果是引力场，则有(觅<力学衫15> 

A = r/r— 常数 . (36 - 29) 

量子力学屮，相应算符为 

A=r/r^-|(pxi-lxp), (36. 30) 

容易证明，它和哈密顿量彦=+泛 2 … 1 A 对易. 

由宜接 计算， 给出箅符又之间以及它和角动量算符之叫的下 
列对易 关系： 

^— — ^ 2 iHei t ii t . (36*31) 

义之 间的不对易性，说明烏 ， 先 H 个鼋在量子力学中不 
能同时有定值.艿屮的任一个算符，例如又，与相应的角动置分 
量 I 对易，诅和角动景平方算符 f 2 不对易.这个附加守恒量的存 
在，而又不能和其它骨同时测景，异致了能级的附加尚并(见 S 10)， 
这就是分立能级的“偶然”简并，为库仑场所特有， 

这种简并性的由来，违可以用量子力学库仑问题中与空间旋 
转对称性和比所增的对称性来加以表述 （B. A. <t>oxl935). 为此， 
我们注意到，具飪㈣定负能是他的分立谱态中，我;丫]吋把 （36 31〕 
第二式右边的衿改成戽弗用算符 u r ~ Ai /VH 代 替又. 这哔 
算符的对易关系为 

■[ Ztifc}- = i€ iti u i; {(i iy -- ie itl l i ， (36* 32) 

上式和对势式彳放在一起，形式上等同于四维欧 
氏 空间® 中无限小轱动算符的对易哭系.这就是蛩子力学中库仑 

① mi ; iU . f = 代犮四维 term 啭标系 n 丨《中 k . 以和^肀而内 j 无 m 
小转功讳符 沿在 xu yu In zu +面内 的无设小转动总符. 
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问题的对称性® 

从对易关系 （3 G . 32) 出没，我们又能导出库沦埼中的能级表 
式®先把 i 和 u 改％成下列算 符： 

ii =^(l ru ), j 2 - y d ~ u ). (36.33) 

对此，有 

{jliy Ju } 1 - ** e i J I ( T {jilj Jit } 1 rT 

■ O ' bU =0 ‘ (36 - 34^ 

上式等同于两个独立的三维炻动量欠置的对易关 系式. 因此 if 和 

j ? 的本征量为 JlOl + l ) 和 1)，其屮 Jl ， ）2 = 0, f ， 1， 


I ,…，③另一方面，根据算符 u 和 l = rx 合的定义，经简单计算 
后，得 

/\ ■入 A. jS 

t-a = u ■ 1 = 0 T 

i M - u2 — 1 — 4 ， 

在 i 2 七 心的计 算中，又一次把 / t 换成了足从而有 

ji = U=-^-(i : hi ), 

(-其屮> ji ^ j 2 ) ，以及 E = - l /2(2 j 十 1) 2 .其占记号 

2j -r 1 = k = 1 ， 2, 3, _"， （ 36. 35) 

我们就得到所 m 结 见 E 二 一 l /2 n ' 能 级的简弁度为 （2 j \ 」 ]) 
x (2 j 2 十 1) = (2 j + i )^= w ， 足应有的结果_最后，由子 i =： ii 千 j 2 . 


①在波函数的动造表象中显示的对称椏：见 V - A . Fok，Zeilschrift filr 
Physik 紙 115,19 沾 ■ 

© 这个推钎主要巾 W . 泡利 （ TMFO 给出. 

③此处的弗动具有& 54中 所描述 的性质< j 可以是整数和半整数）， 
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对于给定的 jl - h - 1 (〃一 1)，轨逍角动以丨的取值足从 o 到 

= 71 — 1 ①. 


倒 题 

1 ,求錁而子某态中动显的几屮分布 ' 
M . 基态肢函数为 


^ = R „ r . 


•an 


V " 


e 


7t 


P 表象中的基态胶函数可以由下列积分求出 ： 

a ( p }-^( r ) e-^ T dY 

[见 （15. 10) 式].上式的积分可采用球坐标计算，取极轴沿 p 力向；结果得 

o ( p ) = 7 nw ’ 

P 空间中的儿韦密度为 I dp ); 2 /(2/ r ) 3 . 

2. 求氢原 子坫 态中的 illf 和原子核所组成的平均势场. 


①能级对不同 j 值的“偶热”简并也出现在的辏力场运动中 mm 

£k 

拒子；见§33,親 4). 这种说井也是由于哈密顿鱼的额外对称性，在这种情况下，对称 


性之出现乃是因为 ff =& V £ m ++ mo ； 小中算符 A 和坐标 L 都呈平方和.如把这些 


算符改成 


我们得 


> niQ>Xi + ipi Aim ipj 

° ( 2m^c> 〜 ， V 




此式对算符釘和氏的任意么正变換保持不变，这拽么正变換所组成的对你群，要比 
三维 旋转群 C 它使任音辏力场中的粒子哈 密锬登 保持不变）来得大. 

H 力学屮库伦场和振子场的这种特洙性质 （偶然 简并的存在\对应子经典力学 
中这些场（而且 R 有这些场)内存在羞封闭粒子轨遂的杳实， 

②題1和®2中采用原 子单也 
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解.在 ( r : 一点 i * 处，“电子云”产生的平均势场 岱由 电荷密度为户= 
-\ i >\ z 的泊松方程的球对称解确定的： 


d 2 


( rp e ) ==4 e 


r dr 2 

上式求积分 ， 选积分常数使 h (0) 为初限值，且 < p » Q ， 再加上原 /- 核的 
势场圮，叩得 


p = + + =(++1) «十. 

当 r « l 时，有沪〜 Vr (栲场 ） s 而当 r » l 时，势场为？(校被电子屏 
蔽 ■, 


3- —粒子运动千势能为的辏力场中（图] 1), 试求共能级， 

r t 

解. I 〖:能蜡呈 连续谱 s 负能迪是分立的；我们只考虑后者 . 径函数的薛 
定 G 方以为 


dR 


2 ^ dli 2m ^ 
r dr h 1 




引人下列新变 M : 

并令 


2\/-2mE 
~^ rT 


2mA 

_■ 

h 2 


+ f U 十 1> =^s(s +1), 


i 3 . / 邡 

ft V - 2 E 



( 1 ) 


(3) 


L ；( r > 




* J55 * 




则 （1) 式呈 F 列 形式: 


+ f 一丄 + A 一竺^_± 12 ")五= 0 ， 

p V -i p a> 2 / 

这和 （36. 4) 具有同--形式，闪此 叶以 I 立刻斯定，满足所需条件±解为 

Jt= n+s+ L2s + 2, p) y 

共中的 n —〃 一1= J > 必须是一个 正整数 （或零），并且 s 必须取 (2) 式的正根. 
按定义 （3 X 攻们得知其能级为 


一迟， 


2 B 2 m 
ft 2 L 

A 


2 p - i - l+J (2 i + ] 尸 + 


&rnA 


4. 同 h 题，但 12). 


T 


解，此题 只有分 立馉.薛定 谔方椏 如下: 


d l R 2 dR 
dr 2 ^ r dr 


i ( i Brl i R=Q ^ 


2 mr 


T 


引人变设 


I 


\T 2 mB 


弁令 


f (^+1)+# = 2 其 （ 2s + l), 


A- 


2 畀 - ■士-〜 1 O + 疔) +3, 

/> n> 


得方程 


这々+ _|荩+ 


at s 


n ^ s +- —— ^ 


i)i 


^=0, 


4 4 I 

当»时，所求解的靳近行为如而当£很小此这：解应和 P : tt \^ 
比，其中的 S 必须取止仳 


S ^ 


+[一 1 +y ⑵+1”+$丄 


因此 t 可令所求解呈下列形式： 
则得 m 的方程为 


U 


-|-( 2 i "+ ― ^ ) iv f \-7 iu } = 0^ 

b 
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从而得 


w 


其中的没必项取仆负整数.闲 if !」 犮观 所打 的能级是绰问隔内无穷 m 合: 

•、 -- I - ---— ■—_ 

■ 


E 




+ 2 + 4 / ⑵ + 1 ) 


0 , 1 , 2 , 


§37. 库伦场中的运动(抛物坐标） 

对仟意桉力场中的远动而 a ,薛定谔方程在球坐棕中总能够 
分离变是.在库伦场的情形下，这种分离变量法也能许抛物坐标 
系中实现.库伦场问题在拋物啦标系中的0， 对子某 苎问题的研 
究特別有 hl 这鸣问题中 的某一 空问方 h 具有特殊性； m 如，1于 
外 [ u 场中的一个原子（见 m 

抛物拖标系|，7?, <p 浩由下式定义 的： 

iP=^/i}]cos(p. ^ - v z ^ tt (| — 7?) , (37. 1) 

T —^ X ' 2 十 〆 ■_ 〆 」 =_$—(£]-")• 

I 

或反之： 

i -■■ r -- s , r — = tan " 1 ( y ! x ) ； (37. 2) 

I 和 n 的取低可以从 C 到％ p 造从 0 到 2 jt . 曲面 f = 常数和 
q 常数 ， 都是绕 z 轴的旋转抛物体 ，并以 原点为焦点.这是 1 套 
正交坐标系.长度元由下式给出： 

(diy = JdJl ( di ) ^ + ^( drj ) 2 - ^ ( d ^ p ) \ (37, 3) 

4| 4 tj 

体积元为 

(；F = ;G + 77)dU7^A (37 - 4) 

4 

由 （37. 3) 式，拉普拉斯算符可衷为 
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A = fT^ l ifi 


(♦賴 


9 2 




(37, 5) 


库伦引力场 


U^-l/r^-2/d^r}) 


中的单粒孑薛定 if 方程呈以下形 式: 


4 




s 十卬 


胁 f) 


9 


5 tj 


( 省 ) 


1 卢 




+ 2 f E 


2 


I -V 


妒= 0. 
(37.6) 


令木钲函数0呈下列 彤式： 

垆二/⑻炙⑻产, 


(37, 7) 


其巾的饥是磁量子数 + 上龙代入 （37*6) 并乘以^ rj ) ,分离 S 和 


V 变董，得1和尺的两个方粘式: 

d/,df 




d 

di ] 


(m 




i T j ;-— m 2 /^+^ 2 


2 


fi =0, 


f 2 =0, 


(37. S ) 


其中的分离参量札和 A 的英系为 

爲' ^2 = 1- 


(37-9) 


我们来考虑分立能谱引入下列各觉代替[,1 ， R 


n =\!、/(-2 E \ Pi -| V (-2 fi T ) = |/^ p 2 = n / n t (37. 10) 
得 A 的方程为 


^d + J_ rf £L 4 

df) 2 } ^ pr 

对又可得同样的方程，其中 




fmf 


2 


+ Wl 


2 


ipl 


fi =0, （37.11) 


打 i = —万 （I 饥 I HI ) n 2 — - — {] m | 十 1) 十??/? 2 】 (37* 12) 

C4 ^ 


V 求解 (36. 4) 式相似 f 我们发现 ，当 &很大时 ，尺 如间 e 


pi 


I 5 S ， 



而当 A 很小时，如同闲此可设（37. 11) 式之解呈下列肜式: 

/々】) ：»、 ⑻ 

(M U 而言也有类似的式子).结果得 w 的 方程： 

pM - (I -r 1 — 

这又是合流超几何函数的方程.满足有限性条件之解为 

w { ^F( — n lt | m i 4-1, Pi), 

其中的叫必 M 是一个非负整数. 

可见仵抛物坐标中，分立谱的毎•个定态是由这样三个整数 
确定 的： 即抛物籃子数 A 和❿，以及磁数 m . 对上量 子数/ ? 
而言，由 （37. 9) 和 （37. ]2)汉得 

n=m + n 2 -^ \ m \ + 1 - ( 37 . 13 ) 

至于能级，然和以前所衍的 （ 3 S . 9 ) 忒相同 . 

对给定的《而言， i 圳可取1>到 I 共《个不 R 的数侦.固 
定? i 和, m | 以后 ，〜尚 4取 n — lm !个不同的数值，从0到 ti - 丨叫 
- J . 搏考 虑到对给定的 i 川 | 我们可以选取 m 二土 j w 丨两种不同的 
函数.因此,对一个给定的泌估而良—共有 

JI — 1 

2^^ (/? — m ) H - ( n —0) = n 2 


个不同的态，这和§ 3 S 中所得的结论一致. 

分立谱的波函数 t,,_ m 应按 K 列桊沣归 一化: 




401、…附释咖 


(37. 14) 


归一化后的波函数 H .冇下列形式: 


中 ti n 


义 2 -a UU J l 




(37. !5) 
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芄中 


卜…， 

(37.16) 

与球坐标屮的不同，拋物坐标中的波函数 Mz ^-0 的平面是不 
对称的. H - h 发现粒子的儿串在^>0的方向大于^<0的 
方向,«!<%时则反之. 

连续谱佴>0)情形下， （37. 3) 式中的 札和 A 参量都取实的 
连续值 [当然仍有 （37. 9) 式的笑系].我们不准备把这种情形下的 
波函数写出采，因为通常不太用到.如果把 （37.8) 式#作“本征 
倚 " A 和点2所应满足的方程式，则 A 和禹还可以取复数值卬>0 
时）.与此相应的波函数将在 S 135中写出，我们在该节中利用它 
们去求解库伦场中的散射问题. 

定态的存在导致 一 个附加守恒律 （36. 29). 在这些态 
中，能是以及量 L = m 和土均有定值. 计 筇算符 i : 的对角矩阵 
7 C , 给出 

A s = (»! — n 2 ) / 

其中 w “角动董 " h 和 h 的分景情为 

+ 1 

~rWl 一论 2) 三 "l, 

hz^ \-n 2 )^ ^2- 

根榧01?12»0态（即态）的这些性质较易建立起它们 
与卜山吣态之间波函数的哭系.由于这两个表象间 
的相互变换，基本 t 就是3 10 G 中讨论的两个角动釐相加时的波 
函数组合问题.所以用 K 馆动量 15 :^和^来表述时> Wm > 和 in ^ 
抑>态可写为 I & V 的〉 糾乂）2〜〜>态，根据（如. 35) 和 （37. 13)，我 
们存 

► J 60 - 


(37. 17) 


(37. 18; 





ii = - 2 0 —1) =， 2 ， 


(〜十〜 十 jmj ). 


根据一般公式 （106+ 9)— (106, 11), 得到 （ D . Park , 1960) 

h〆 ，^ <；mj 

n -] 



(37. 19) 


(37* 20) 
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第六章微拔论 

奋 38. 与时间无关的微扰 

薛定谔方程的秸确解只有在少数简单情形下才能找到，对母 
子力7中的大多数 N 题讲来 * 所得的方程过于复杂，很难秸确解 
出.但是往往冇这样的情形， Y 十:所给问题的条件中， 各景具 有不同 
的数显级；当我们把丼中较小的置略去以后，这个问题有可能变得 
十分简萆，以致可以求出它的精确解.在这种情形下，求解这个物 
理问题的第一步，是求出筒化问 M 的桔确解,第二步，是计算由于 
在简化叫题中略去了较小项而引起的误差.1卜总这种误差的一般 
方法，称为微扰论. 

我们假定某一给定物理系统的哈密颉是呈以下 形式： 

式中的#足表受扰筇符的微小修正(或称微扰项).在 S 33 和 
§ 39中，我们只考虑与时间无关的微扰(对也作同样的假定 ：) .能 
把 f 看作是"小于 M 箅符彦。的必要条件，将在下面推导 - 

分立谱的微扰论问题，可按下列方式表述.假定未受扰算符 
屯的 分立谱木征 情忍， 及丼木徑函数都是已知的，即下列方 
程的精确解是已 知的： 

台，二 E 如 ( 38 . 1 ) 

现在欲求下列方程的近似解： 

77 ^ = ( II ^ F ) 0 ( 3 S * 2 ) 

也就是求受优笕符々的本征值丑 n 和本征 函数心 所具有的近似 

表式. 
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本节中，我 n 假记筇符/?的所介本征悄都足无简并的. m 时 
为了使结果简哏起见，锺时股從本征攸只_有分立谱. 

为方便汁， m 好采用矩阵形忒的计箅方法.为此，我们先把欲 
求的 P 函数对 函数组展开： 

伞： 工〜 C ， (38. 3) 

7 TZ 

把这个展式代人 （3 S . 2) 式，得 

S o ^ L 0 y + V ) r ^ = 2 c m Ed 


[二式两边各乘0少 + 后再积分，得 


( E - E ^) c k = ^： V ^ c m . 


(38. 4^ 


我们仵这里引入了微扰兑符V 7 对未受扰函数妞 lH_K 
V '.. n 矩阵： 


V 


呤 ftdq. 


(3 S . 5) 


我们把系数 Q 和能忐成以下妁级数 形式： 

E -E^-\ £^ n : -/? ⑵丄 …， q = C : cf-hcf -」.-•、 

咒中的月 ⑴和 具布与微扰爹同祥小的 数&级 . 和 ct IVfT 
_ i 级小的数氬级，以此类推. 

现在来浓笵《■个本征讥和扣本邡函迓的餘正问题.此时,可令 
c，= l, 的 cf ，":0,求第一级近似时，: jiuni：^ np ... ^ 1 '- 

+ Ci n 代入（犯. 4 )龙，只保留该式中的-级小项，由公二； 
的该式给出 

Vnn -^ T ^ tTdq ^ vn ' 

故本征值 Ft 的 •一级 晓正等 mmm tr 忠中的平均捣 . 

(38. 4) 式3 A：、 时给山 



ct = V tn /( d ))， k^n (33.7) 

而 乂 11 还没有确定；它必须这样选取，使得函数在含 
有一级小项为止的情形下得到归一化.极据这一点.我们须使 
cf = 0. 由千下列函数 

$卜 S (33 - 8) 

(式中的撇号代表求和时除去 m = u 的项）是和 IF . 交的，故 

的积分与1只差一个二级小景. 

(38. 8) 式确定了波函数的一级近似修正. dl 此式可以附带地 
看出上述微扰法的适用条件.这个条件就是下列不等式必须成 
立： 

\ V mtt \«\ E ^- ET\ t (38. 9) 

这就是说，算符#的矩阵元必须远小子那两个未受扰能级间的相 
及问距+ 

其次， 我们来求本 M 值机 D } 在二级近似中 的修正 . 为此.我 
n 把冗= :丑 r - riC ; A’f 和 c^-；-cr 代入(訊 4) 式，观 

察该式中的二级小项.当&时，由该式给出 

Fl 


故 



-e dT 


( 38 , 10 ) 


[我们已把 c ^= v m j ( Er -^) 代人，并乱应⑷了算符夕的厄密 
K ]. 

注意，基态能级的二级近似修祀永远朵负的； 因为. m .^ K Qi 
对应于最低的能 fit 值，则 ( 3 S . 10 ) 式:中所有的求和项部是负的. 

更 A 级近似矸以用 H 样的方法计算出来. 
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以上所得的 结果, 可以立刻推广到箅符也衧连续镨的情形 
(但微扰仍和以前一样，应 m 千分立谱的一个态）.为此 y 的，我们 
只要在分立谱的求和式中加进一项连续谱的相应尜积式.我扪闬 
下标 V 来区分连续谱中的各个态， V 的值域是连续的；我们按惯圮 
把 v 理解为一组物理景的数值 f 这组数值足以对该态进行完全^ 
述(迮续谱的态往往是简并的 ，这 时仅仅能贵值本身还不足以确定 
这个态)，这样 一來。 比如 （38. 8) 式就应该改成 ® 



其它公式 Hi 作类似的修改. 

‘个公式彷得一提，此式尨旧函数 a mt-m 
出物理坻/的粑阼元的微扰浒,采用 （3 & 8) 式给出的 ^ n l \ 精确到 
一纸项为止，不难求衍如下的 表式： 

f {〔■：>:■ I I '^V 飞 ’/qo i rf \ 

} ^ J 咖十 L ■ 上 j 

第一个求和式屮的 kn , 第二个求和式屮的 ic ^ m . 


例 題 

1 * 求 4 征 m 敔的二级近似修 H ? 〆 ，. 

解. a .~ n ) 系数可以巾手 n 讣写到二级项为 ih 的 〔 Hi ) 式算出.至 
于系数可这柞选取：使 mq + wr + r ， 函数在包舍二级项力止的 ☆ 
形下柝釗妇-化.结忠报 




s y s 


Ffft J t-»_ — ^ n m n 丄 r L (0 



tri 



①这甩的敁阁数应按 v A 6 函数归 一化, 



式中引进的频率 




2* 求能帒木征值的三级近似修正. 

银 -写出 A ； 时 （38. 4) 式中的三级小项，我们得 

’ IT ^ T " 1 ^ I 




s s 


Ir 






㈣ 


求一非谐线性振子的能级，其哈密顿景为 

// = ^― + ^ cj ^ a ； 2 + cia ? $ + 

J"Jl 


解. 利用 ^ 的矩阵元表式 （23, J ), 再根据姖阵的乘法规则 * 可以直接求 
出 y 和 f 的矩阼元，我 ( n 发现不％千本的 f 矩陴元有 


^ 3 )^S h 1 

,= (f )' n -，= 

4 K 

' mcs) 

■) ] ) ( fl -2 )， 

(a- 3 )^i ：J 

1 — ( 汰 ” rt h n-l ~ 

J h 

、、 mu) 

m. 


^个矩 Fi: 的对: fn 元素等十零、战哈密顿垦中的 aw 项（看作谐板+的一个微 
扰项） 在一 级近似巾的修正值哼 -f 霉.这一项的二级近似修正和私I ；* 的-级 
近似修正具右杞 m 的数踅级， w 的对角矩阵允呈卜列 形式： 

(〜 K 士)'+〔 2 “ 2 朴 ”■ 

应用一般公忒 OSD 和 （38. 10)，我们求得非谐拫子能级的下列近似 衣式： 

£„ = A +++) — 竽盖 (士 ) 3 (« 2 品） 

4. 一个具 有无限高势壁的球形势阱，羟微小形交（体积不变）交成一个 
节軸为 g = & 和 c 的胳长或略扁的猃转球体，求此变形阱内粒+能级的分裂 
( A . B , Migdal 1 B 5 S ). 

m 阱墮的方程为 

^ __t 


通过变证泣涣： x — axfn ' y — apUz - czH 上式化成 f + y+d = J ? 2 . 这 

兑 t - 枝为及的球方稃.这个交换圮拉孓的咍帟顿 

(Wj 粒子 KM ， 能4则从阱底焯起）交成云=其中 
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A. 

V 


ft 2 

2 M \ 


9 - 


m-m 


+ 


9 i / 2 


(3 


I 


■ ■ 

9z 2 


「入 rftf 把掬球阱中的运动 f 匕成 / 球阱中运砒的问题.知弘这1、贿球和中- 持为 H 


A 


( VcV 〃的球差不表则 F 可看作微扰.如把椭球度/? (1別《1)按 K 式定义 


於及(1 一> )， c 〜 i£(l + 吾卢)， 


微扰筇符可％成 


V 


0 


SM 


命一 3 扣 . 


1 级以 扰沦中，拉子能级4球阢能级的差別为 

〜hm = —-EnV 

= I 7 1 n ^ m > , 

I ^ m^：pr / ■角动巧及丼沿衙球蚰的分 n 及球肿屮具有饴定 f mmiSi 
编 i 它 〖 vm 无戈.由;不可妁无迹张;/ 
⑥，根据00厶 2) 和 （ 』 07* 03) T <nim \ (■’ 卜/衍>矩产■元正 L ■匕丁 + 



2 

0 



m rffi 


F J — - - - lJ -~~ - }<«；Oj f 7 J nlO >^ 

\ l{l + l ) / 


i 符号表见丨 106, 
芄次， 


< nlO \ V \ nlQ ^ = + 0 T ^-<nlO 


~^ z l 


nl0> 


。吾卿 v — 灿办_ 

某…项巾， 我们利用了球 阱巾的薛定^方枵 = d …宽 U 注 「r 
了分部积分，采用 <28.11) 式的 r ,,， 我们承出 i ? nl ( r ) i \((?, w 的微商 
为 


3 






sin 8 3 
~1^9 d 



id -\- i ) 


人 1(7 +1) 2 — 1 


Bml — )r 


J+j, 
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径部的积分 m 下列公式计算： 

[H n tIt A iTdT = — Ji\ ： dr t 


2 M 


这迚公式足用分部积分和径向薛定叼方程 （33,3) 导⑴的 


k >« , 2 1(1 + 1 ) 

Jtjii H 九 fli _■ - ； 

r r~ 

含珩况 H 的敁积项相消，玷跅枓 


h 


2 M 




^ ' P ' 


1(1 + ]) 


{21-1) (21+3) 


— m - 

Fu '+ i ) 
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注意到 


trSUn 。， 


21+1 




说明彦_屯 谱线的 “甫心 v 没有位移. 


§39 . 久期方程 

现在回到未受扰算符的本征值其有简并时的情形.我们 
m tn °\ …代崁属于 ini -能置本征 m 松 h 的一迮木征函数.我 
们早已知遒,•遠一套本征函数的选择方式不是唯一的;可以把它(门 
线性组合起来，从中任态选出$个独立的函数 （ s 为能级的简 
并度） f 来代替原来的那套函数.但是，如见要求这些波函数在微 
扰的作用下改变都很小,那末,这奩函数的选择方式就不 叫是任 ^ 
的了. 

现在 a 们把…理解成为任盘选定的一套朱受扰本 
征函数.在零级近似中，正确的岑级近似波函数应该是它们的终 
性组合，呈:…形式.其中的组合系数吋以和本 
征值的一级修正冏时求出来， Jt 步骤如下. 
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我们写出 k = n , n \ …的 (3 S .4) 式,在一级近似中，把 E = 
代人； M 于 G ， 只要用零级近似值就足够 J % 即 c rt = c ^， 
c n ，： cf ，— ; rnf n , W …的 =.. 0 ■ T 是辟 

E^cT - 工 K) 

-^ n <5 RB ) c ；°^0 J (39. 1) 

n J 

其中的汸取未受扰本枉忾开，所厲各态的各种编号防.这足 
•迤以 cf 为末知數的齐次线性方程组，如果这些米知 数侃的 系 
数所组成的行列式等于零，这套方程就有非零解.因此可衍下列 
// 程： 

\ V ^- E ^ S nnl \= 0 . (39.2) 

这是一个的 s 次代数方程式，一般讲朿具存 s 个不 M 的 
实根.这些根就是欲求的那个本征忾的各种一级修正 .（39. 2) 式 
称为久期方程®我们注意到，各根之和等千所侖对/(17亡老匕《， 
…之和（过个和等于久期方程中[妒前而的系数）. 

把 (39. 2) 式的个根依次代人方程组 (3S. 1) 中，解出后,可得 
a m cT 系數，从而求洱 s 个零级近似本征函数. 

我们 注立; 到， 经过微扰以后，原来的简并能级一般讲来不再简 
并 [(39. 2) 龙一般讲来没彻重裉];或者说，简并度被微扰所解除. 
筒并度的解除可以是佥部的，也可以是部分的（在后 v 种愔况 T， 
加人微 扰后简卯仍存仵^但其简并度小于原七的 n 并度^ 

也釕可能发生这桦的 怆形， 由千某种原因.说丁冏一能级的各 
个简并态<…之间的跃迁矩阼元全都非常小 it 

a > 这个名 u 」 来天体力％. 
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时.我们不但要计及一级矩陴元 v nn ； 述耍计及商级的不间能级之 
问的跃迁矩阵元古％<…）.我们来计算二级近似的 
矩阵元. 

在 （ S 8. 4) 式中 b = nH , 令式左的忍 =£ T 十邱>(保留记号邱】， 
作沟目前近似下的能景修正情），并用代替（ V 由于 
<…时所有我们有 

r t ；<01 = r nmC ^> ^ ^ V aitt c ^\ (39.3) 

^：. Ti f 

当 V …时，精确到一级项为止， (3 S . 4) 式，给出 

lF ， r - 忍 w c 卜 2 K 


故 


0 


⑴ 

m 


S 


n r 




松 r —鳄、 


c ： 


代人 （39. 3) 式，得 




/ 、 '■ T7 

W i ^ jfTTfn^ T" ^ nn H 


这组方程代替了 （39.1); 方程组的和容条件又导饺久期方程，它和 
(39, 2 )的差别在于作了下列韩 代： 


. v JT 丄 -V 1 r TtmV mn f 

r v …十 2^ 穿。 y 二互而 * 


( S 9. 4) 


例 题 

1,求一个两审苘并能级的零级近似波函数以及氺征值的一级近似修正 

f £. 

解. （39.2) 式现在呈下列 形式： 

=^0 

v 22 - e ^ 
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(>' 标 1 和 2 对^于这个两: ® 级的两 - Hf 忘选定的未受比本证 ㈣ 跤 
和垆广）.解之，得 


茗 1 + ⑴ 

jij 

其中，记曼 ^ <ij = vlv 7 ^ 二 

代去两个修: [ T 〔 能级 r : i 1 之芾 + 何解 r ■有 以上必 ”沆的 (.33 + i )^ t 卩 nrr 
近似归…化砹函玫 p 01 -^°^:^ + ^ 0> ^ 0) 巾的 系数. 戊怙为 


0 


C 


(0> 


f ^ 


_? 


C0) 


^ I2\v, 2 \ 

二土说 


1 土 




1/ "11 丄 >2 

r^M ， 

. J 


i=F 


Hay 

mw* 


( 2 ) 


? 。⑴」 f 

2. 报 - 级近似的车征啗数修 t !: K , LU 及二级近似的本征情修正式. 
解，我们假定已迕泣正确的岑级近似饯函数组.由这些茈涵数所 
定义的矩％对下标 h k ' M 」1 / i 间-简并徒级的-组函数）而言 M 然昆对 
免的，并凡对角元素匕、…分别淖]级近似中的各种修正值 d 

n -、 

现来考虑本怔闲汝心”的微扰问题.在岑级近似中， = h 


^nii r i c^-0 . 在一 a 近似屮，我十 r 叫， c^l + ci 

^\\\ Jc + n ， n f … 的方朽组口匕 .4), 保留八…的一 级项： 

(E^ -E^)c^^V k ,c^ ^V km 


o) 


C-— 


m 


ct 5J =y ^ n . ： --d n\ 


⑴ 


讳次，我 fH 写出 k ^ n f 的方稈式，保留 K 屮的二级项： 

奶 1 ; tv + XT 


(m 的求和式中略去 m 心.■的项）.以及 （1) 式中的 c；„ :> 代 
入，时得 


F … F 


C (V = ___ - > 1 X 

B v„-v n ^ ^ 芯 r 一 


ittn 


風□” 


<2> 


m 


k 这个近似中的 o)；iU :(2) 式确定了该组本怔函数在级近 


① 生惫⑴利⑵中的各 .2 必浓很小■.这足+^扰法的适 
求厲十不同能经的狀 ii 矩阵允满免条 n 」- (郎^),至干屈 T 冏一仰弁监级妁 EX :) i 矩 ft 
无由久期方 程梢确 （在一定的尨义下）箅出. 



似屮的修正怊 


娀阮 xau 〜 nii . H 3 s .4) 式中的级项，可 忾卜1 式所沄的 — :级能量愔 
芷： 


Ei - 




n 


d 0> 


( 3 ) 


丄式阳形犬上 $ 同千 （31 1 0) 式， 

3. 设冇■系统，办 时釗处 T 两苋间并能级的 V )，态中.在 艾一恆 
定微扰的作用十_发生跃迁.求 （ 吋剡浅系统跃迁到同一能级的态的几 


解. 我们令止确的霉级近似改喊放为 

其中的〜 h 和 q . q ， 就是题1的 （2) 式■所确定的两対系钕〔为筒单计我们把 
所有各觉屮的标技〜全部略 i ). 

反之，有 


^ _ c ■冰… ■ 

CiC'j _ C ； ^2 

P 和，足分属丁受扰葩培肮丑屮五: 1 " 1 和龙 + f P 的恥个态，艿巾的， 11 和 
E …， 是题 .1 中的 （1) 式所7的两个修正值，引入时间因子 JTf , 就过渡到与时 
间有关的狀 I 迫数： 


fi -(i/?i\Et ^ 

- [ c ^ e ^ riyR),( ? l - c ^/^ r e J：i/hlJ(l ^] 

一 

((=0时， m 娀后，再扣上式中的妒和，表成 1 a 和妒^ %就变成 
a 和心的纟 .& 性组合，其组合系数以时冋有关.心函数前系数的模方值 
就是欲求的跃迁几韦把题1中的 （1) 式和（2> 式代人，算出 


w 



{ 1 — ^ oscy (n 



我 m 看到，这个儿牢随时间周沏性地变化，其频率为 

当时间#远小于本题中的周期时，上式的曲括号与 " 成正比 h 从而1^ =| 
也与 P 龙正比：^1-|^] £ ^/7^此式叮圯小 1 iV 所给的方法」应用 （40.4 乃 
十分荀萆地获行， 


f 7^ * 



HO . 与时间有关的微扰 

现在研究明显地依赖于时间的微扰.一般 讲来％ 我们种 
博况下 谈不上本征值的修正问题， W 为当吩密顿量依赖于时问时 
[例如受扰厄的算符为能量不再守恒，因而也就 
不冇在定态.我们在这里提出的 N 题，只是从未扰系统的定态波 
函数出发，对该波函数进行近似计算. 

力此 ； 我们应用一种方法，类似于求解线性微分方程组时熟知 
的常数变上 （ P. A.M.Dimc, 1926 ). 设 W (含冇时间闽子)为未 
扰系统的定态波函盈.比吋，未受扰波动方程的一个任盘解可以 


表成 W = 的肜式.现在来求下列受扰方程的 解： 

k 

m 蓄-=(疗。 mV ，， (' i - j . i ; 

m 这个解表成以下的求和式： 

w=Km r T ， on 


八:中的 III 斤系数都是时间的函數.把(和. 2 )式代人 U 0 . 1 ) 玟 
忆及所奋的函数都满足下列 方程: 


ih 






我们得 


da 


le k 


w 


J 〕 


上式两边左乘 a 积分得 

da ^ 


ifi 


di 


■⑴〜 


k 


( 40 . 3 ) 
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其中的 


为含有时间因子的微扰项矩阵元(必须注意，当_显含 f 时， 
也是时间的函数）. 

我们取第 〃个 定态的波函数作为未受扰波函数， （40. 2) 式中 
的相应系数值为 ap 二 &的必 > = 0. 求一级近似时， （40.3) 
式左迫的〜写成〜右边则用 〜 = <> 代人（因为其中 
已经包含了一级小结果得 

( 40 , 4) 

为了能够表明所算的修正究竞属十哪个未受扰函数,我们在心系 
数中加进第二个下标，写成 

^ n ^-^ l： Atyn 0 ^ 

k 

据此，我们可以把 (40. 4) 式:的积分结果写成以下的形式： 

O -⑷卜⑴^ = -⑷ JV *， 〜 1 心， (40* 5) 

这个式子确定 f 一级近似波函数. 

现在我们來更详细地考察微扰项 f 为时间的周期函数这一重 
要惜形，#的形式为 

y^Pe~ t9i - r d^^\ ( 40 . 6 ) 

其中的#和6都是和时间无关的算符. 由于乒 是厄密的，我们必 
须有 

山此扣(?=爹+，即 
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(40.7) 


O nm = F * n . 

应用这个关系式，我们有 

::尸 tTl e f (*“- w 1 ( 40 - 8 } 

代入 （ 40 . 5 ) 式井进行积分，我 fll 得到下列波函数展开 系数： 

4 i » >= -4 ^F - ^ -(瓜 P 

这个表式只有分取郞不等 于岑时 ® 才能应州，即所冇的^ 0为给 
定）必须满足 

E ^' J ha >. ( 40 . 10 ) 

许多应叩问题巾，要用到任一物】1 .逆 f 对受扰波函鉸而 以的 
矩阵元.一级近似中 我们有 

f nm ( t )--- f ^(0 - o ⑴， 

其中的 

，以⑴= ( V ， M 0 d 少 - ( ， 

■ 

⑴;-抑，押。+广咖：]杯 

把代人上式，式中的由 （40. 9) 式所确定，易 

t 


得所求的崁式力 
以⑴一 


k 

f ⑻厂 1 * 

/ v?!t * m'： 


(~ -f<0? tT 

/ nJt ^ tm 



羝 （ Oh 十 W )」 




kn 


(40. 11) 


^ ( oy^ ； t ' ■ o)) A(ci> fc fl — cl>) 

这个衷式只奋当铞一项都不太大时才能 应用， 即所存的频率 
cow 全都不能太接近于 O .当0 = 0时，上 式冋到 （38. 12) 式. 


①.精阀 汫来, 这个攻太巾的分母都不能 很小: 否则 ok 钍+能远小子 1. 
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以上给出的各种公式都是对只具分立 iff 的未受扰能饨而宵 
的.但是这些公式可以立刻推广到还扛连续谱的情肜中去（和以 
诘4札我们所考虑的徴扰是对分立谱中的态而言的 ）； 这只要在 
分立谱能级的求和式中，简单地补充一项对连续谱的相应求枳式 
就可 a 了. 这呰公式中的能鼍现在不但能取分立谱中的各 
种数值，而日.能取连续谱中的各种数笸， m 足必须张证 (40- 9) 
(扣 .1]) 式:屮的分母^^±公没布-个等 t 岑.如果连续谱处干整 
个分立谱能级的上而 T 那来，在这种常遇旳情况下，除了（扣 . 10) 以 
外，尚需补充 F 列条件 

E ^- ET '^ fioy , (40. 12) 

其中拉思为该连续谱的最低能级. 

例 题 

设 .fl 一周期性微扰 （ 虽 (40 J ) 形式: f , 其频串 o 满足成 + 
e 足一个小 M , 求辟定锷方程第 n +解 和第 m 个解喳这种周期以忧后的改变 
■S. 

解.本节所讲的方法在这 里不迠 用，闼为<40,9)式中的< : 2系数现在变 
得太大.我们要从精确方程（40,:」）. TT [新出发，该式中的 r mt (\0 由 （40+3) 式给 
仏很明显 ， （40.3) 式右边的各个求和项中，以®耍的贡献足 来忾这 样一些 
m , 这叫项中的时间关系由微小颊韦所咙定.略去所有 其它&项后, 
我 it ] 掸到以个眹立方程： 

inda m /dt ^F^ n e ii ^^- ity}i a ii = F Viri ^'a^ 

iMa n /dt =F* li er i 

我们作下列替代 
得 a 下两个方 fi: 

ifUb ^- ir . b ^) = F ^ : , a ^ 

灼上后，得 

这个力程红的阄会独立解可 a 取成 
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和 


— Ae ins \ — 


< 1 > 


共中的 _-i 和& 部是常数（它 (n 山卩」-化条伴确定），式屮应用了下列记 v: 

^ 1 ^ 。户了十。，= 1 ^ 1 S i V = ^ rfin /^* 

闪此，作所给微扰的作 用下， 函数妒^ r 变皮 m 数〜妒 r+aj 厂仏 
咒中的 \ 和^ 1 白 （1) 式及 (2) 式给 H] h 

脰定该系统沱起姶时 0 = 0) 处于态，在逋) m 刻：该系统就处千 
我 n 求衍的两个函数的线性 m 合态设组合态 3 *=o 时变成 w ' : 

屮 = ^F( 卜备 sinL 中： — 誓 ， _、、inQt '”• (r- 

前系数的楨量平方为 

^1^(1 - ⑽2⑶). ⑷ 

这个式子给以丫 f 时釗发现该系统处子 ^\ r 态的几肀 1 我们济到这个几串 
是一个频宰为 2 D 的周期函数，几韦值在0 Lj I 乃 IV ^ 

£-0 时（产格共振\ (.1) 式所示的几申.变成 

-^-( l -<^ 2 \ n \ t ), 

它汴0与 i 间周期性地变 化； 换句诂说，泫系统询沏性地见态跃 ； ifij 

妒，态. 


§ 41 . 有限时间间隔微扰作用下的跃迁 


现在假定微扰 r ( o 只作用于某一有限时间间隔内「或音，当 
士 m ! K T F ( f ) m 失得足够快 i 并假定该系统在微扰作用之使 
(或奍许时）处于(分立谱的）第托个态中.在随后时刻 ; 

系统的态将由 v 二函数所矶定，一级近似时，其中的系 

k 

数力 

a kn ^ a\ ] J = V , u e^^dt (/;:■■' k )， 
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1 = 1 怂卜 1- V ^ dt ; (41-1) 

r t* ^ n 

(••10. 5) 式中的 枳 分限娃这样选取的，使辟恭—一 03 时所 有的松都 
尥于零.当微扰作用停止以后（或者在^ 4 i oo 时)，化《系数都取 
定以& ( CO )， 哆系统则处十下列波函数听描述的 态中： 


i 


这个波兩数又湍足未受扰的波动方|?:1 是 已不同于原来的 

函数.裉椐-般规则，系数的榄量平方悄确定了该系统具 
冇能垃饥的几率 . 即该系统处于第 Ar 个定态的儿率. 

由此忖见，在微优作用下，该系统有可能从起初的定态过渡到 
任一 儿它 定态.从初态（第；个定态)跃迁到末态（第/个定态）的 
几率等于① 

^u = r 2 Vf ^^ fi^lt ( Jl . 2) 

/i 1 J ii *Q 

现在来 $ 虑一个微优，它一经怍闭之后，将继续地怍州下去 
(当然，它 总足 保持很小).换句话说, T /( O 0 f ―①时趋于岑, 
而当 : 0 O 时趋向不等 T 孓的某一有限值.这神情蟛下， （41.2) 
式不能狀接应用，因为式中的积分是发散的.位姥这种发散性从物 
理上讲来并不:重要，并且很容易把它去掉.为此 H 的+我们进行分 


部积分: 



第一项的数攸在下限等于審， 在上限.与 (3 S . S ) 式中的展开系数具 


①力--致毡 E ， 今后谈词 跃江 几串时.初态 fi [ 未态一律 i 己作 i 和/，这令几韦的 
下“次序为 h (不坫 if ), 与矩阵元幻_卜転和同， 
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对扣同的形式；甙中多出一个周沏因士 e “〜的原因 ,I 
上式巾的 a / f 是完侪波函数屮的展丌系数，而 S 如中的 C/ . 是不 
贪时的0函数的展并系数.这就很明 M , K - 时这一项的极町 
値，不过是原函数在微扰的 “ m 定部分 fc ：- co ) 作州 下所引 
起的改变，这种改变与跃迁到其它态没有什么关系.跃迁几率足 
由上式第二项的梭是平方値给出的，并等于 


^fi 


fi^oyj 


1 


SV f 


dt 




： 3 


(41.3) 


对于从分立谱的态跃迁到连续谱中的态讲柬，以上所得的这 
些公式也是成立的 . 其差别仅在子，当我们讲到从所给态（箔《个 
态）出发跃迁到价域（见 S 38末）介于~和 r r 之间的态时. 
跃迁儿串式 G 1. 2) 应与成下列形式： 



- ML v ^ tdi 




如果微扰 7(0 在数量级为周沏 i 的时间间隔内变化得很 

叫； 

少，则 （41. 2) 或 （41. 3) 式中的积分恨也将很小.在极限 W 形下，当 
所加微扰变化得十分缓慢的时候，具有能量变化的（即频串叫，不 
等于零的）任何跃迁儿串都趋于零.由此可见，当所加微扰变化得 
足够慢(或称绝热微扰)的时候，处下某-无简并定态中的系统仍 
将留在该态中（尚可参考 S 53). 

反之，在极快地"瞬时”加人微扰这一极限情 形下， “加入时刻” 

的导数值^变成无穷火.我们可以在的积分式中 f 

把变化浔较慢的因子取 出积 分号外，并令它等于陔时刻所 
具冇的数 111 留下的积分就 W 以立刻算出，结杲得 


^fi 


f^l 






(札 5) 
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当微优本身并不太小时，也可求 U 瞬时微扰 K 的跃迁儿成假 
定系统原处千哈密帧量的某一本征函数所描述的态中.如 

果“瞬时”地改变哈密顿跫(这就是说,所州的时叫远小干原来的第 

i 个态跃迁到丼它态的周期则该系统的波函数“来不及”改 

变，仍留子微扰以前的态中.但 处， 它并不足新哈密 顿枝力 的本征 
闲数，也就是说， V # 1 不再是定态.根据贷子力孕的一般规则，该 
系统跃迂到某一新定态的儿率叫 ； 是由0严函数对 A 的氺征函数 
组 W 展开后 的展开 系数确定的： 

| 2 . (41.6) 

视在来 il £ 明，如见哈密顿显的改变量很小，这个一 
般公式如何化回到 （41. 5) 式.以下网式 

分別各乗上衫和 对如 积分 T 并逐项相减.办利用&算符 
的厄密性 7 可得 

(馬一扨。4 0 ； ^dq =^ t * Vf ?^ dq . 

如果微优泛很小，则一级近似下的馬可坩未微扰能纸巧° 5 R 
替，而波函数…（在上忒右边的)相应地可州代#.此时得 

故 (41. 6) 式变成了 （41. S ) 式， 

例 題 

1. 处十基态的 个带 电振子上突热加人 个均勾 电场，求3振子受址 
龄扰耵跃辻到激发态的几率. 

解.均勾屯 城巾 的扳芥势能（电场的 1 H 用力为 P ) 为 

* ISO * 





ma > 


疋 2 


- Fx ^ 


mo} z 

2 


(X — Tj + f ; 數 


(其中的故仍凡振形式（似平衡位置柊动了）.因此受犹浪『- 
的定态波函数为 K “(足)是 （33. 12) 式的振 -了沌 闽数；初忘改函 
数是 C 21 13) 式的式 （ W . 根据这些公式以及 （23. II )式的乜密多项入， 砑 作 


攸 ’n:H ， 


n I 

■ fo / 


d k 


e 


di h 


re 






式屮^丨人丁记号= 分部积分&次以后，上式右边积分变哎了 

列形式： 

I * 厂 e -〜“ rf 卜 SW d 、， 

. 一 • 

故跃迁几串 （4 h 6) 为 

作为位 t •数的困上忒足 m 松分布形式，艽中 &是 fc 的甲均®. 

当 pm 小.以致 l « i 时.微犹论可以适用 * 此时：跃辻到激发态的几苹 
很小，頻，。的增火而很快 衰减. 最人 愤为叫 

相反的情汜 K ， 当，很人时斤》1)，激发振 - T 的产生具有极大的 几韦 ： S 
振了-仍茁 r 坞态的几率为叫 

2. 处子基忍的敁+核，受一急刷按击 )7_ R - 有速度 A 搰击时间 r ■假定既 
小-丁 - 电 P 叫沏，乂小-丁 jmm . 求泫原子 Ik : 这种、中击”影响下 
的激 发几丰 （ A . B , Migdal 1939). 

m . 变换到 A " 参方系 .3 个参考系与受掎 叮 的原 r - 桉一起运动.由于 
条卟 r « a 、 受撞诎间的原 P 敁叶以认为实 1 WU : 没有移动，闪此.受扰别结 
束时，.禁考系^屮的屯参:券系 A ： 中的电子坐标相等.初态&品 
魏 K ， 系中为 

W = ? 、 ckp (一 iq.^|r a ), q=^. 


其中的^为原了-梭未动时的 V ^ rfe 函数，指敉幂中的 I 是对该原子中所 


有的么个电子求和.抆 （41. fi ) 式，跃] I 到第 i 个激发态的几中山不式剖； 

u?td^= 1 ^iexpi - 


a 
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特別是当 ya«l n , 积分号内的指数因子可以棵开.并由子心和 h 函数的 
正交性，注意 nt 的积分 鞛-下 蜇，故得 


|0小， 

a 

3. 求.哀原+受突然“冲右”奵激发和电离的总几率〔参考上题\ 

解.欲求的总几率可按下式计算： 

1— Wfi P =l — | jJl ， r rfI - F . , 

■ 

其中的叫。为原子仍留于基态的几率（氢原子站态狭函数 3 


为敁尔半轻).算出积分耵得 


] 



在？ 〆 <1的极限情 形下，这个几 串变成 1— 而趋丁 当扣 

时 ， J 一 祀邱^1 一（2, 叫），趋于 1. 

4 . 原 -/ ■序数 z 很太的原子枝进行 A 衰变 h 求沃原电了-的逸出几 
率.芦泣子的速度假定太丁 X- 也 -T 的速度 （A,B* MigdaLE.L. Fcinbcrc, 
194])- 


解 0 .在上述条件下，3-粒子穿过 Z 层的时间+〗 : 电7的绕梭罚期 ， W 
而梭电荷的变化可以冱作是瞬 H 的.电荷变化所引起的枝电场改变帚 r = 
1/ T 很小 （ i 与 Z 之比） .起芯微扰的作用.按 （41.5) 式*能迓@为 £ V = 〜 Z 2 2 
的两个 A '. ㊁ 电子中， 有一个 电子跃迁到能迓介干芯 = P /2 和茗+狀“厂= 
tcdk ) 的连纹谱区间内的几丰为 


如= 2 


MV , h \ 


( P + Z 2 )^ 


dk ' 


在决定矩阡 xFm 的表式巾 7 近校处::〜的积分区何殷宽要」这时连 
续谱状态波函数仍叶利用类铽原子的表式.末态电广的介1劝置必为 1 
(等于初态的角动利用 S 36得到的和按 fc /2; r 标度归 -- 化的 
数以及数学附录中的 （ f . 3) 式，得® 


①逋1和®5中应用了原子取位+ 

对 Xti - T . 今耵将州类笤原子态〈参考§ 74). 

③ 计箅 u 最奸來 / ima 仑咕位，最后结果 屮再换 g 姐子哚 R 

_ 1»2 - 



由于 

并有 


(+ 


\ /-■ / \ L } 


f / 0 兑 


vT^^(i 十铵) 


{1+ ! 2 = exp ^ — 2 


arctg : 

(1 


dw 


• y \ / l , 、 

^—/； \ kdk , 


/ \ 7. j 

«) 


伽卜了 r^TTW (- 4 l 宇 


/( W 函妝的极限澶为 

a«l 时 / = (■' cr »] []■]' /= ff /2/ r . 

dw 对逸出电了■的所屯能读积分，可抑 K 层电离的总几韦， 数值计 算垃， 
得 w = 0 ， G 5 Z \ 

5 — 原户序 .数 Z 很大的原子梭进行 a 哀变，难该原了 层电子的逸川 JL 

率. a 粒子的速度小〒_广的速度，但迠它从原子核内逸出的时 
子的绕核周烟 （ A < B . Migdal 1311 ， L S , LevLnger . 1953), 

解，《粒子刚逸出时1作用]、电+的微扰还是绝热微扰，因此，所求效 
应主耍取决干绝热被破坏那一微沈“加人时刻 11 附近的时问问隔.此时的 a 粒 
子虽已逸出拟『■核并作 S 由运动，徂仍处 fth K 层电+的找 S 半役来桫小的 
m 离内1 ^粒子和原: f 核的联合场弓纯庳伦场的萆别，代表了致使原 
子电离的微扰作用 F , 原 f 量分别为4和 d — 4电荷分別为2和 Z _2 \ 7 \K 
距离为是 a 粒戶和原了-核的相对速度）的两个粒子的偶极矩淖于 

2(^-4)-4^2-2) 2 Q 1-2 Z ) 匕 

A A * 


故原子核和 a 粒了的 势场的偶极项为® 



^1 r 3 


式中的2轴沿速度 v 的方向.取电孑运动力程3=—2卜> 3 的矩阵元，可把 


①如果 4—2 Z 很小，还巧考虑下-项四极矩項. 


• 1 S 3 - 



以上微扰 V 的矩阵 七化戍 =的矩谇元，我们有 

{E 

^—— z ^ 

按 （41. 2)^ T 两个入_电子屮為■个 jf ■追行跃迁的儿串为 

^- 2 . V^e^^-^'^dt : dk ■-， ^/ — \z^\ 2 dk/2jr m 

IJ D I 

计算此积分吋，先作被积函数屮积出 j ： h 再令 
/i —> f) n I [-^ ；3 = r o . ds i 9 的矩降 jtH . [1] J 1 Vi M ; \ i i£Lffj 动 S 1 — 0 , 因此 K 有跃 
迁到 i = i 的态时⑸ d 的矩阼 x 才不等 十零， 故有 

| (cos^) ci I ^ i 2 ^} DO — I ^Ot . 1 ― - ^ - ! ^01 i l * 



应用径函数和凡！兑出侣,结果抑 


^函数已见题 4 . 




3 A 2 Z ' 1 + 


V 1_r r 


y 


kdkn 


§42. 周期微扰作用下的跃迁 


在周期微扰的作 用下跃 迁到连续谱状态的几率，和以前的结 
果有所不设在 i = 0 的起初时刻，系统处于分立谱的第丨个定 

态中.假定周期微扰的频率&满足 

no»E m h —E?) t (42. 1) 


其中的 E , lir _ 为连续谱的起 始能量 H 

根据〗40的结果显然可知，起首要作 m 的态是能景❿十分拉 
近丁共振能量万严+ “的那些态，亦即 0^—0 怙很小的那拽态. 
根据这一点， （40. 8) 式的微扰矩阵元中只要考虑（频率奶接 
近十零的）第一顼就足够了.把这一项代入 （40. 5) 式中进行积分 T 
我们得 


Clfi = 





一 1 


(42. 2> 


枳分 pm 的选定，要 = 0 时叫二 0, 以忮符合 T 所设的初始 


1 H 4 



条件. 

山此求得的榄疑平方沾为 

a fi \ z = jF / i P -4 sin 2 -^-( oy fi — tD)t /#(〜一《)、 {^2. 3) 

很易荇 出，， t 很大时，上式<以看作和 t 成正比的一个函数 . i 止 
明时，只要注意到 


H 


sin 


71 


2 at 

ta z 


-- dia ). 



. 1) 


灾际上，时这个极限伉等于零，但当《=0时孜们 _fr 
( sin 2 «0 /故其极限为无穷太；设后，对0：从一 CO 到 」 CC 
积分，我们仃（作#代如：幻 


1 


7 X 



— 1. 


可见 （"+4) 式左边的函数实际 t 满足定义 <5函数的所冇翁件.故 
t 很火时我们布 


1^\ 




( 1 / fir ) \ F fi \ 2 jrtS ^— 6 ^- 


2 0> - 


以 祀°>代入，并应州 d ( ax )：--( l / a ) d(^)，n 

| a/i (2 = (2 d、| Fjr j 3{5 ( 巧一砣 0) —/b>)r 
表式 \ a fi \ 2 dv f 等干从原志跃迁到间隔内的一个态的儿 
串.我们苻到，， * 很大时，它勹从 f = cor 始所经访的时间问隔龙 


止比.尔位时间内的跃迁几率为① 

■ dw fi =(2 jT / n ) , F fi \ M ( E 「 I ^、一 ho )) d 、- (42.5) 

如所预料，除 _ r 跃迁到能足为 jv - ch 1 如的态外，这个儿 
率等 T 零.如果该连续 If 不存侘简几能级，别 v , 寸以径自取作能 
Mft 此时 rfw “间隔”内的志就变成能 W 为 f -=^ a> . fic ^}^ 一个单 


①很易汀明，当我们考虑了 （40. S ) 式中竹被略太^第二项以幻^到，个；茫 
项，这一项除以 * ，当 i — »时,尥千零， 
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态，跃迁到这个态的几率为 


w £i =(2^/f^\F^\\ (42, 6 ^ 

还冇匁一种方法能导出 （42. 5) 式，它在方法论丄很有教益，此 
法中并不假定周期微扰是茌吋刻加人的，而是从*二 -- co ； i - 
始以指数规律逐渐地加人（绝热加人—个止的常数，以后 
让它趋于零，初始条件 « fi -0 现江适扣于 i = — 03时刻 T 微扰矩 
昨元变成 

Vj 乂 tk-Ff/w 叫、 


( 42 . 2 ) 式变成 






e 


- oU F-A 


fiCofi — co— i A) 


因而 


\ a fi \ 


1 L .. 


h 2 


\ F fi r -- 


^.x 


i x 1 ^ 

飪爷 位时间的跃迁几串由上式微商给 出： 


( 42 * 7 ) 


d\a fi \ 2 /dt = 2A\a fi \ 2 , 
和 （ 42 . 4 ) 式一样，下式茲成立的： 


lim 


；, 


， 0 jt ( c^M a 2 ) 
利用上式取极限 a — 0 t 可得 


= <5(0：), 


( 42 , 8 ) 


祭(叫- 必 


这就冏到 TU 2 . 5 ) 式. 


§ 43 . 连续谱中的跃迁 

微扰论的 -* 个逮耍应用，是 u 算恒定（与时间无戈）微扰作川 
下连续谱中妁跃迁几率.我们早就指出过，连续谱的态差不多总足 
简丼的，用某种方式选好对应千某一给定能级的一套未受扰波函 
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数以后，我 n 可以把 这个问 题作如 r 处 理：设 在某一初始时刻，已 
知该系统处于其中的某一态中，试求跃迁到艮有问一能显的另一 
态的几率.对从初态丨跃迁到^ 和& ^- dv s 间隔内的态讲来，根 
据 (42. 5) 式我们立刻得（改变式中的记号,并令该式中的 0 = 0) 

dw u ^ {2 k ! %) {Vf^diEi—Eddvi， (43. 1} 

这个表式正如我们所预料的，除了 以外都等于零：在恒定 

微扰的作用下:只布能量相同的态才能彼此跃迁.必须注恋的是， 
对连续谱状态的跃迁而言， dw u 不能直接看作跃迁几率;甚至它的 
量纲也不一定是 [1/ 时间].在 (43.1) 式中，代衷单位时间内 
的跃迁次数,其量纲侬赖于连续谱波函数所选的归一化方式 .® 
我们来 U ‘算受扰后的波函数，它在微扰作用之前等干原来的 
未受扰波函数 0^. 采用§42末段所给的方法：我们可把 m 扰看 
作是按 W 规律绝热地加人的 f 而 ^0. 按 (42. 7) 式，令《 = 0,并 
更换记号，得 


a 


f * 


F exp {(^/ fi ) 十； 


受扰波函数为 


wF-WW a}\w^dv fm 


尤中的积分延及整个连续谱②.把 (43, 2) 式代人，得 




fl 




v fi r ; 


(0> 


dv 


E ‘ 一 E f r 10 


exp /- - E % t 


(43. 2) 


(43,3) 


® 此处所诽的 m 邊包括很多现 象, 例如各种碰 揸* 系统无论4初志和未态都尨 
一群〔】电敉子,而微扰就是它们之盹的相瓦作 m . 波函餃适当归一化后， (43. n^it 
成为碰通截茴^见纟 126 ), 

© 如果还有分立谱，則在此式 |以及 随后的式子）中尚需加进对分立谱各志的求 
和项， 
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取极限 A — 0 时，#因子变成 1 . 十 io 项代丧乂 从汜他 趋十孓时 
i A 的极怙，它确定了对变量丑/的积分方式 0 ^/是咖/中的一个 
闶 TS 它和描述连续谱态 的其它 S 的微分乘在一起).没有 U 项， 
d 3 ) 的被积函数在❸二 R 处就会有极点，积分在极点附近将会 
发散， U 项把这个极点移到复变 t 灼的 t 半平面中去作完 A 、0 
的极限手续后，极点回到实轴上，但是我扪知迫，此时积分路径必 
须从极点的下而绕过去： 


O ~ " E f 


(43.4) 


(43. 3) 式中的时问因子表明，这个函數和原来的未受扰函数 
厲干间-能景仏.换句话说 ，下列 函数 

6 






E.-Ej 十 i+O 


f 


满足薛定谔方程 

( ff 0 hV )^, E { ip i9 


因此，所得表式 I 〕然和 (38. S ) 式一致® 

上述计苁相2 丁微扰论的-+级近似.不难算出它的二级近 
似，为此，我们需耍推导 R 的下一级近似表式.果用 g 38的方法 
(现 m 我们已经知道了处理“发散”积分的方法） 容易 做到这一点. 
简单计算后，得 



k ™ 

F r _L i 

[ Vf.V vi 1 

L fi 卞 

- L - 

n 十 ioj 


卜—， ⑷ .5) 

将此式和 (43. 3>式比较，直接模拟 （43. 1) 式，即能写出相应的 


①采爪此式时，梱据 h 在远耵离处的渐近式屮 M 淀包含 出射波（不能舍人射 
■这^负作，就詎碘定积分岱 h 
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跃 迁 几率（确切迪说，[跃迁次数） 公式: 


dWfi — 


2兀 


v ti 


j 一 £? v - j - f 0 


dv 


2 


diE .- E ^ dv ^ 


(43.6) 


矩阵元对于所考虑的跃迁讲来，有"了能等于岑.此財一级 
近似为霉， （43. 6) 式变戍 

— ，‘=与 f 心 一即叫. (43.7) 

应用 i : 式盹坟 -- 仏点 一般不是被积函数的极点，子是对反的积 
分方 式就无关紧要了，枳分可沿实轴进行. 

和 F vi 都不等十零的那些 v 态，通常称作/跃迁的中 
间态.直观地讲，好像这种跃迁分成和 v ^ f 两步走（当然， 
这只公一种丨 I 头上的说法）.也有可能?: +/的跃迁不能通 过-个 
而恐连接通过好几个中 M 态才能发屯 .7) 式可以立即推 r ‘ i 到 
这种情形，例如，如果盂要两个中间态，则苻 


d - Wf i = 


2 jT T 

h \ (E i — r) (/? ^ 一 J 3 ) 


dvdv f 


d 〔厂 f — Ddvf , 

(43. S ) 


M 后，为了澄洁取 (H 4) 的积分路径的数学含义，我们来证明 
下列公忒： 


r f ( x)dx (43, 9) 

} x—a — iO . x - a 

式中积分沿着包括点在内的灾轴段.如汜我们沿着半径为 p 
的一个半岡绕过极点心^我们发现.整个积分等于沿实轴从下限 
枳到 a - p 苒从 a + p 积到上限的两个积分< 再加上钺积函数在极 
点处的留数的“倍.取极限 P >0时，沿实轴的两个积分就变说 
沿皸段的主忸积分(川 P 表示) ， 结果就是 （43. 9) 式，该式也可叫符 
㊂ 形式表成 


189 * 



(43. 10) 


-- — — ~ P — ^— 4- i <5 (x 一 d) , 

a :— o — j 0 x — a 

p 代表对 / U ) / 0 — a ) 的积分取主值. 

§44. 能置 的测不准关系 

我们来考虑由相互作 m 很弱妁两个部分所组成的一个系统. 
假定在艾一时刻，已知这两个部分都凡冇确定的能诂值，我们把它 
记作迟和匕经过某一时间间隔 Af 以活,再测能 M : 所得的 V,〆 
銳一設讲来和丑，$并不相间.容攰成出浞婧结采之左瓦 w —起 
— ^的最可几值所具有的数量级. 

根据 ^二 0的 （42. 3) 式，系统在不含时的微扰怍用下，经过时 
fill t 后从能量为 E 的态跃迁到能量为&的态所具有的跃迁儿率 
与下式成 正比： 

a i n 2 [ (£*' — £0 " 2 ft ] / CT - 芯）' 

由此可知，差 E ! - E 的最可几值具有 ft " 的数 M 级. 

把这个结果用到目前考虑的情形中（以两个子系统间的相互 
作用力微扰)，我们得到以下的災 系式： 

E — a — E ! — &'| A £〜 A . (44. 1) 

由此可见，时间间隔 Ai 兪短，观测到的能量变化就愈大.重要的 
VM 这个数是级和微扰本身的数惯无关.不管子系统间的相 
互作用弱到什么地步，由 （44. 1) 式确定的能鼉变化値都能观察到. 
这个结果是量子理论所特 有的， 并且具有深刻的理物意义.它表 
明，通过两次测跫柬验证量子力学中的能董守恒律只有 ft / Ai 数 B ： 
级的精确度，其中的为两次测量之间的时间间隔. 

(44.1) 式通常称为能量的渕不准关系式.但是必须强调指 
它的含义与啦标和动量的测不准关系式 ApAx 〜6完全 不同. 
在肜一个关系式中，和 Ajt 为同一时刻的动童和坐标的测枣准 
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值;它表明了这两个置不能同时具有定值.而另一方 面， 能最 
却不论在哪一时 刻都河 以任意精确地进行测帚. <41.1) 式中的 
CE + £) — (r + f , ) 为能量忍十^在两个不同时刻的措确测景値之 
差，并不是司 一 给定时刻的能 M 测不准值. 

如见把 E 看作某一系统的能量，把 e 费作“测景仪器”的能景, 
我 W 就可以说，它们之间的相互作用能贷只能估计到 njM 的抒度 
为止.令…为这些最的测埼误尨.在最好的情形下，当 f 
和 〆 已0确知道时（八^ =汽^二0),我们冇 

A (月一虹）〜务 / Ae . ( U . 2) 

裉据这个式子，我们可以导出有关动量测量的苦千重耍结论, 
粒 f (为确定起见，我们把它说成 为电 子）动 M 的测是 过程 t 可以用 
该电子 与某一其它粒子(称为“测贵”粒子）的碰撞来实现，这个 w 测 
景”粒子在碰撩前后 的动是 假定可以精确地测定 ®. 如果把动 fi 
守恒律应用到这个磓撞问题巾，可得三个方程式(一个矢量方椏的 
5个：量式)，具有六个未知数（碰搶前后电子动垦的分熗数).如 
果该电 T 与许多“测设”粒子进行连续碰撞 f 并对每一次碰 掻应用 
动量守恒律，则方程数可以火大增加.可是未知数（碰癀屮的电 
子动量〕的数目也随之增加，并且易于 i 正明，不智碰撞多少次，未韧 
数的数0总比方程数多出三个.因此 ； 为了测定电子的动量起见， 
除了动显守 m 律外，有必要在每一次碰掩中应用能量守恒律.但 
是我们已经知道，应用后一个定律只能得到 A / M 数 显级的 m 确 
度，为测1：过程始末的时间间隔， 

为简化以后的讨论 H % 最好考虑一个假想的理想实验，其中的 
“测量粒子 B 是一个全反射的平面镜；这时重要的只是垂直于该平 
面镜的那个动量分量.为了确定粒子的动量6根据动量守恒律 


①在这里的分析中.这个 a 测逢"粒子的能贵等于多少并不重要, 
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和能量守恒律给出下列方程： 

p ! -\- P F - p - P =0 J ( U . 3) 

~\~ E r — s — E \ 〜％ fXt ， (44. 4) 

式中的 五芳粒 子的动量和能量，: P ， £为平而镜的动最和能量；不 
带撇的和带撇的分别标志碰掎前后时刻的 M . 量粒子 3 的 A 〆 ， 
6 〆 诸 t 假定都是精确知道的，它们的误差裨等于零.那末对其 

余各量的误差讲来，由上式得 

AP = AP '， 

可是 OE/3F)l^P^vM\v 为该电子（碰掉之前 ） 的违度，同 
现有 AF，-- v'SP ( -- --- «/ AP . 从而我们得 

( p , x — v ^)\ P I ^ h / At . (44. 5) 

我们往速度和动锖下而都加上丫一个下标 t 这造为了强调这‘ 
式子对海-种分量分别讲来都是成立的. 

这就是欲求的关系式.它表明电子动错的测 kl ( U - 冇给定的 
精铷度 AD 必然引起邊电子的速度改变 （ 亦即动 B : 本身的改变）. 
测镜过程的历时愈短，这种改变就愈人. R 有心- > oo 时，这种速 
度改变才能任意地小，但足占有长时阽的动量测揿 n 有对自由粒 
子才冇意义.动量测量在经历短时间间隔后的不可呻以及呈 

子力学中测量的“两间性”-个物理量的测景 m . $测 s 过程结 

束之砭它所采取的数值之间加以区别的必要性——在这也控现得 
特別清楚® 

本节之初裉据微扰论所得的结论，也可以用另一种观点推导 
出采，这就是考虑某一系统在某种微扰作用下的衰变问题. 

力该系统的 '个能级，这个能级是在龙全略去克变可能性的脰定 
下计算出来的.令 r 为系统处于这个态的寿命，也就坫飪单位时 

① (- M . 1甙以及能^ 测+准 关系迎含义足山 N, 敁尔给出的（ 〗 犯 3 ). 
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间袅变 儿率 值的倒数.然后州 M 样的方让，我 W 吋得 

\E^E—£ | —fi/r f (44. 6^ 

扣屮的私 e 为该系统京变之珩形成的那两个部分的 能皆. e -\- £ ^ 
以看作袞变前的系统能量的一个佔计恼.因此所得的式子尜明. 
一个处丁“准稳”态的可衰变系统的能量，只能确定到 A / r 数贯级 
为止.这个贷通常称为该能级的宽度 r . 故 

厂〜 A/r. (44. 7) 

§45. 以势能诈微扰 

粒子在外场中的嘹个势能如果可以当作微扰来处理，这种怙 
形值得专门考虑，此时的末受扰薛定谔方程就足该粒子的 fi 由运 
动方跑 

A^ (0) + * s ^ <c, = O f k^ 2 ^ E =-^ t (45. 1) 

并具右平饰波解.自由运动的能谱迠连续的，因此我们现在所考 
虑的是迮续谱微扰论中的一个独特愔形.这个 R 题的直按求解， 
要比应川普遍公式更为方便. 

一级近似的波函数修正满足下列方程： 

△ 0 ⑴ + 鲈於 ⑴二 (45.2) 

式中的?7为势能.根据电动力学我们知道，上式之解可以写成推 
迟势形式 ； 叩下列形式①： 

y, z)^ 奴 (〆 ， 〆, ^^ T dV ! ir t (45. 3) 

其中的 


a ) 这是 2 ) 式的一个恃解，其中还可以加进一个未受扰方稃 （ m . i ) 式的任立 
解 d | l (45.2) A 的右边等 T -; 时的任 盘解. 
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dV = dxdy r dz ! , r 2 —- (ar ― x 1 ) 1 -- {y ^y) ：i -h iz — z f )-^ 

现在来阐明势场 U 应泫满足什么样的条件才能沿作微扰.微 
扰论的适用条件已经包含在这个要求内.没 a 为该势 
场显著地不等于零的那个区诚空间尺 度的数 量级.我们首 先假定 
该粒子的能量十分小，以致如的数量级至多等干】.此时 （45.3) 
被积函数中的 e 〜因子在数量级的估计中并不重要，该积分的数 
置级为 4 w | C ； f a 2 , 故 

我们就得下列条件 

\V\^<^y ( 45 . 4 ) 

ma z 

耍注意的是，此式右边具有箝单的物瑚含义；它等子封闭在线度为 
0的体积内的一个粒子所具有的动能数量级（因为 枨据涮 不准关 
系，粒子动量的数量级为 ft /«). 

我们来考虑一个特殊情形，设有一个十分浅的势阱，满足 
(45. 4) 式所给的条件.容易证明，在这样的势阱中扑不存仵负能级 
CR- Peierls 1929); 对一个球对称的势阱讲來，这种特殊情形已经 
在 S 33的例题中证明过.实阮上，当丑= 0时,未受扰波函数变成 
一个常数，可以任意选定这个常數，我们暂定它等子1; = 1.由 

于在勢肼中运动的波函数$ = i + V>〜 显然到处不等于 
零；这个本征函数是无节点的，它属于基态，因此 E = 0仍是该粒子 
的最小能量值.由此可见，如果势阱足够地浅，那末该粒子只能作 
无限运动；这个粒子不能被势阱所“俘获' 必须注意到，这是量子 
理论所特有的结果；经典力学屮的粒子在任怠势阱屮都能作有限 
运动. 

应该强调指出，以上所讲的 H 是针对三维势阱而言的.在一 

维或两维势阱中（即在这祥的势阱中， t / 只尨一个或两个坐 标变址 
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的函数）：总可以存在负能级（见本节之末的例题).原因在于，在 
一维或两维情形中，目前考虑的微扰论当能量 E 等于零（或很小) 
时不再适用 

在高能量情形下，此时有办*»1，被积函数中的因子起若 
重要怍用，扑宽积分愤显著地减小.这种情形下 (45. 3) 式之解可 
以变换成另一种形式；为 r 推导这种形忒 f 最好回到方程 （45. 2) 直 
接求解.我们把微扰前的运动方向取作 a : 轴；则未受扰波函数的 
形式为 = (常数因子暂定为 1). 我们来求下式 之解： 

1 & V " 二装 i /产， 


令〜鉴于所假定的 A； 值很大，我们在 A， 1 冲只要保留 
e 〜闵 t 经过-次或两次微商疳所得之项就可以了*由此 " r 得/ 
的下列方程甙： 


喊= 笋 




¥k 


e itx \ Udx , 


(45, 5} 


对这个积分进行佔计，得 i ^\^ m \ U \ a ； h % 
K 的微扰论适用条件为 

ma ^ a 


因此这种情形 


(45, 6) 


其中的是该粒子的速度.我们迚意到这个条件比 

①在两维愔尨下 . 可表为（根把二维波动方锃 的理论 可知）类似于1的 
—个积分式，其中的被换成为零阶的第一类 
汉克尔函数，而―二&一^:^+化一 〆 ) 1 .当 Jt - K ) 时，这个汉克尔甬数1从而整个积分 
式，均以对数方式趋向无穷大. 

14 虬在一维情形不，被积函数中含冇因子其中的 r = U - xU ^ 
按 H 趋!^无艿火. 
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来得弱 . 因此，在低能粒了怙形下，如^:一个勢场可以1作微扰来 
处理，那末在高能情形下，这个势场…定仍能当作微扰来处理，反 
之就不一定正确了①. 

这里所讲的微扰沧的适用性，財库沦场而言尚须另行考虑.仵 
U ^ a / r 的场中，不可能分出一个冇限空间区域，使得域外的「比 
域内的小得很多.把 (45.6) 式中的参量《改 W 成距离变賴 
欲求的适用条件;从而导出下列不等式： 

afhv 《 l * (45.7) 

由此可见，对“能粒子而言，库伦场可以当作微扰 A 

最沿，我们来推导一个公式，它能近似地绐出某个粒子的波函 
数，只耍这个粒子的能量尽到处都远大千势能^ (不加其它条 ffh 
在一级近似中，这个波函数和坐标的災系，与自由运动(其 方叫 取作 
^轴）的情形梠同.因此我们设0呈妒形式，其中的 F 
足一个坐标的函数，它与相比变化得较慢（但是不能 一般迚 L 人 
为它接近于一).把它代入薛定谔方程中，可得 F 的方程式 

2ik^-^.^UF t (45. 8) 

9x 

由此得 

0 = = 常数 X (45. 9) 

这就是欲求的表式.但忠注苡，此式在远距离处扑不适川.在方 
程 （45. 8)中，我们略去了含有 P 二级微商的 AF 项./+:远距离处， 
37/办 2 和一级微商 9 F /3 x 一起趋丁零，但它对横坐标1 ^的偏 

①一维怡形下，微扰论的适用条件 Os . e ) 式对所有的成立.三维情形下推 
得的（^. 4:. A 对一维佔形并不适用 t 闽为所得的必⑴函数具有发散性(见 前一附 注). 

© 必现注盒，对的场而 Un . 5) 式当; r / V^y + £ 4 ) 很太 TM ■积分愚发 
放的（对数发敌 h 因此用微±忙论求出的库伦 场中的 波函奴 ， 在泛/轴的内 r^ut 
蓝川. 
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微商并不趋于岑，只有满足条 卟时 ^它们汴陡忽略掉. 


例 题 


1. 试求一维浅势阱中的能级.假定它 B 满足式，并 R 积分 
「乙 H 收敛的 . 

氮 攻 fn 先骰定能级 j 丑这个假定将波以 m 的结果所证汰 .那 
M , /rr K 列萜定 G 方程的右边 

々■■■■把；与: m 芯:也 
n ~ 

我 l 可 a ; 估去势阱范 剧内 的瓦并把$看作常数，不 欠抖普 遍性，可令作 

- r - 1 ； 

•ft •» 


此式对办识分， _ m 分 m 为 士 a 两点， na . 0 «^«3/^%共中的 a 力势阱 e 
处，而 s /2 m | Af /^ + 山于(7(幻的积分是 枚敛 fti : pU |- 的积分可辽 Hi 到从 
―«判锫个 值域： 


㈡ 协阱处 3 玫函数 i 的 y 式.把它代入 （1) 式：我 们得 

Vm mW 

-2k Udx 

h - 乂1 



r * n 2 

( Ud 求 . 

fhK 见，能级是一个很小的也比阱深髙一个数诘级（二绞小 ■☆) - 

捋. 

2. 求…:细戊势 肿！ 7 = (7 0) 中的能级 （ r 为平面中的极坐标假定积分 
: rUdr 足收#亂 

解. m 丄题一 样做法，我们衍到阱内的方程为 


E 


2 h L 



2 m 

w 


IL 


比八对 t 从 o 到 n 积分 uni 的化 tn^n 
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Cl ) 


在远离势阱处，两维自由运动的方积为 


\ r -dt) 


2 m 


■Eij = O t 


它有（无穷远处为零的）解私 = 常数当这个函数的宗 S 憤很小 
巾的甘项与 log/rr 戌正 比.记忭这一点，我们在 r 〜 o 处，把阱内外 
的 f 的对数导数等同起来[阱内的炉对数马数哼于 （1) 式的右进 ], 得 


由此得 


1 ^ rdr f 

alogfira ft 2 a. 




我们看到，能级比 m ■深（指数戎地）小得很多. 
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第七章准经典情形 


§46. 准经典情形下的波函数 


如果各粒子的德布罗意波长在所给问■中远小千确定该问题 
各种枭件的恃征尺苽 a 该系统就按近千经典性质，正如波动光学 
当波长趋近千零时过渡到几时光学那样 . 

让我们对准经典系统的性质作迸一少的研究.为此，我们在 


薛定谔//程 








2 m 




a 



中作 F 列枰换: 




对函數^我 n 得到以下方程: 


ih 




a 


o 


2 m a 


r : tH — CJ • 


{46. 1) 

(46. 2) 


由 T 该系统的性质已经假定是准经强的 s u 就可展成 A 的幕级数: 

a ~ cfo^ ■* -[ (- 16 . 3) 

我 fn 先考虑最简箏的怡形，即单粒子的一维运动.（明. 2 )式 
此时化简成 


2 m 


cr 」 一 


ih 
2 m 


二 E — U(x )， 


(46, 4) 


其中的撇号代表对坐标 r 的微商. 

在一级近似中， n 了令 o -= a 。， 并在方程中略去含冇 ft 的项: 


2 m 
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由此得 


( T 0 = ±^2 mlE - U {^ dx . 

这个被枳函数 I j :: 奸就是用坐标函数表出的该粒子的经典动量 
我们把 根号前带有号者定义为函数 vu ), 则有 

[ p ^, V 、’^i ( E - U)y (46, 5) 


这4；波函数的极限表式 (6. 1) 所预期的完仝一致①.只有( 4 匕 4 )式 
左边的第：项远小 千諮- ■项时，这样的近似才是合理的，也就是必 
须甸 7(/ 2 K < i 或 

\ d ( h / cr J ) ； dx \ 《1. 

在一级近似中 ，按 （ 46, 5) 式我们有</ = f ,故所得条件可写成 

\d(A/2ji)/d ： r\^：] y (- 16 . 6) 


并中的八$)二 2 rrA / j 』 U ) 足该粒了•的德布罗意波收，它逋过经典 
函数 kw 表为^的函数.闵此我们衍到 r 一 个定说 的准经典条 
件：该 粒子的波长在 r 〜 A 的间距内必须很少改变.这 M ; fi 出的公 
式不适用 T 不满浥这个条件的空间氐域 . 

条件 (1 S .6) 可以 写成 : W -种形式，只要注盘到 

d ，-~~—~~ —- m dU mF 


dp 

dx 


dx 


/ 2 m(E-U) 


p dx 


V 


其中的 F 「- dL / 心为粒子在外场中所受的经典力.用此力忐示 
可得： 


mh\F\/f<Kl. ( 46 . 7 ) 

山此式 可知.如災粒了-的动贷太小，准经與近似就不适用.这种不 


①大家知 is , 为作用藍的不含时邰分.一个粒子的总的力学怍闹亞^■为 

■ 

L S ---- Et ±\ pd ^, iy , 中没冇 — FA 这-■■项 - 闲为我们沿不^时的波函数心 

• 200 * 



适用性，特別明显地表现汗回点附近:所谓冋点，就是从经典力学看 
来粒子在该点处应该停止前并开姶反 M 运动.这些回点是由 
方程式 = o 即茗璐定的.当0时,德布罗意波长趋 
向无穷大，显然不能洱假定它很小. 

但是必须指出 f 准经典近似的成立只靠条件 （46. 6) 或 (46. 7) 
有可能是不够的.版因在干，这个条件是从微分方程 （46. 4) 各项 
的估计中导出的，而所略去的那项念有高阶导数.实陈上.我们在 
f 占计中必须规定该式之解的各后继展开项都是一些小量，但这个 
要求并不能用略去一项小景来保证.譬如说，如果 W 幻之解中含 
有 一项， 该喷大体上随坐标 T 线性地增 I 方程屮的二次导数是一 
个小跫并不能防止该项在足够远处变成很大，当势场能够延伸到 
远超过特征长度 L 的距离处，弁在该处具有足够明显的变化时，就 
有可能发生上述情况；见后而对 (46. U ) 式的讨论.因而准经典近 
似对干研究波函数在远距离处的行为讲来，并不成立. 

戕们来计算展式 (46. 3) 中的次一项.由 （46. 4) 式中 ft 的一级 

a 卜 —crl / 2(7o ■- — f"2p. 

<y[ :z=r — og 1 f 46 * o^ 


项:给出 


积分衍 


式中略去了积分常数。 

将上式代入（姐. 3) 和 （16.1) 中， 我们得下列形式的波 函数: 










{4 G .9 


波函数中存在的？因子衽一简单的解 #. 在/与 : T — 心 
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坐标范围内发现粒子的几率由 Ml 2 所给出，它基本上和 成正 
比.这正是我们对一个 a 准经典”粒子 m 预期的结果，因为在经典 
运动中，一个粒+在如 n 隔内所经历的时间1与该粒子的速度（或 
动量） 成反比. 

在“经典禁区”内，该处的 E < XJ { x \ 函数 POO 成为 纯虚： t , 从 
而指数上的量都成为实量.波函数在这种区.域内的一般形式为 




C 1 -■ ■去 f IJI dJ 

777 T 


-表 

~^yjp 


e 


% 


/| 


Ilf * 


(46. 10) 


但应记住，准经典近似的精确度，并不允许波函数中保所一个小的 
指数项，让它和大的指数项加在一起;在这种意义下，通常 （46. 10) 
式中的两项不允许同时都保留. 

尽管通常用不到波函数中的高次项，但为了说明准经典近似 
精确度的某些特 牲起见 ，我们来推导展式 (46. 3) 中的再下-项 t 
由 <46. 4) 中的 V 项得 


灯 0^2 + 去卩” + — ~ 0 f 


故1>❶和 A 用 （46* 5) 和 8) 代入] 

I — 3p r V 8p 3 , 

积分之(第一项用分部税分），并引入力 F = p ^ fm.n 


0 2 




1 mF 

4 p 3 5 jp' 
这种近似下的波函数具有下列形戌： 


或 




常数 


v 


1 -- imfiF / p ^- - finm 2 \( F 2 / p^)dx ^ 
4 o 




(46,11) 

指数前的系数中出视虛修 [ r : 项，相波函数的周相中亦即 
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幂次的 a/A)jV^ 上添加 了 一个修疋项.这个修正项正比于纥亦 
即数 t 级为 m . 

(16. 11) 式括号内的第二和第三项必须远小 T 1. 对第二项， 
这一条中与 （46. 7) 武 相同； 对第三项的积分进行佔计后可以知逍， 
仅当 p 在距离〜 i 处足够快地趋丁零时，才能得出 （46. 7) 式. 


§47. 准经典情形中的边界条件 


设; r = a 为一问点，故 V { d ) 二 E ， 并假定对所有均有 V 〉 
K 故冋点的右侧为经典禁区.波函数应在该区内衰减.离回点 
足够远处，它具冇下列 形式： 


1/1 二 2v^f XP (—去 LG _ D ， （^ 1 ) (47 ' 1} 

相 (46. 1 U ) 式中的第一项.在这个回点的左恻，波函数可用 
(46. 9) 武所示的薛定埒方程两个准经典解的实线性组合描述： 




C 


d V 


^-exp 





( x ^ a ) 


(47.2) 

为了求出这个实线性组合中的系数，有必耍研究 a 之佶从 
正[此时 （ 47 . 1 ) 式成立]到负时波函数的变化. m 这要通过回点的 
邻區，该区内准经典近似不再成立，需要考虑薛定谔方程的精确 
解.对于小的 k — oL 我们有 

^ Fq(x — a ) , - < C 0; (47. 3) 

一’從 J J =^a 

在这 K 域内，这是一个均匀场中的运动问题.这个问题的薛定锷 
方秤精确解已见§ 2令（ 47 +1)和( 47 , 2 )式中的系数芙系，可以通过 
与回点两边精确解的渐近式 (24. 5) 和 （24. 6) 的比较导出.我们注 
意到，由 U 7. 3) 可得 pM 二故下列积分 
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去 I ⑽ = 2 n >n 

序子 (24. 5) 屮指数函数的宗虬或 (24. 6) 中:£弦函数的宗景.在这 
一 i 寸论中十 分茧要 的是，展忒 U 7. 3) 的成立区和准经典区部分或 
叠： 如來整个势场中的运动几乎令是准经典的 ommmim 
邵忭），则可找到足够小的 aim ., 使得展式 （47. 3) 得以成立，同 
时此値又足够大,使得准经與条忭得以满足，从而可】!!渐近式 (2 -L 
5) 和 （2 i . 6)®. 

但是，还存在若另 一 种方法，更具方祛论上的意义，它用不着相 
确解.力此，我们要把形式地看怍是复变量^的函数，并把 
n 由正到负的路径选得«点足够地远，使得惟经典条件 
能在整个路径 Lv 形式地抖到满足 （ A . Zwaan 1929\然后我们再 
来考虑也能满足展式 （47. 3) 的那些 k 一 dim , 使 U 波 m 玫 （47. 1) 

: n 布下列形式 

咖)二 J(^ijF 0 ~\y^ (x-ay 71 
» exp^-~I \ Z 2 m\FQ \ ( x — a ) . 


(47. 4) 

在 E 变量 ^ 的上半平面内绕 z = o 点作半径为 p 的半圆，我们 
来海察一下沿此半圆自右到左运动时上述函数的变化.在此半圆 
上冇 






- p ?/2 


a 


3 


cos 吾办十 “in 吾 0 


周桕 4 从 0 变到 a . (47. 4) 式指数因子的模先是增人（当 


①亞式 n ^ v 对 b —成立， l 为场 c u ) 变! 匕的特征跅离 .准经典条件 
OS .7) 这两仑条件是 ffi 容的， P 1 为准经典运动远离 H 

点（即糾〜 Z ), 使得 
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时> 随后下降到 1. 到达半圆的终点，指数幂变成纯虚 M ， 井 


等于 



\/2 m ! l \ | {a - x )< ix = — 


* I - it 

i - p ( 卬)叙 

^ rt 


(47, 4) 式指数前的系数中，沿此半圆的变化为 

因此， （47, 4) 式整个函数变成 (47. 2) 式中的第二项，且有系数 Q — 


/4 . 

通过上 f - 面只 能定出 （47. 2) 式的 G 系数.这‘点可作简单解 
释.如果我 们沿上 述半圆反方向（即白左到右）追踪函数 ( W . 心的 
变化，就会发现第-项3第二项相比从一开始就指数式地 m 決减 
小，可迠准经典近似不允作0中包含一个指钕式」、项！ 个大的 
中项加庄一起，这就是为什么沿此半圆通过时"丟失”了（ 47 . 2 )中 
的第一项. 

欲求系数我们必须卩 I 右向左地通过 复变句 ^下串 fl 面上 
的半圆.用 R 样方法，我们发现 （47. 4 )式现在变成( 47 . 2) 中的第 

一项，且有系数 


因此波函数 (47. 1 ) 对应于0的下列 函数: 

卜务〜」 


rX 


pda: I-—jt 


这个对应规则可写成另…种形式，与经典禁区究竞位千回点的唧 
—侧无关 （ Kramers ，1926)； 

C 

=eXp 卜方 


C 7(： r )>/? 时 


>(70)<芯时 


2 V | p ； 

C 


!^i 




pdx 


us 




n 


f^x - U (47*5) 

J a J 
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我们再一次强调，从钲明中 M 然可知，这 个规则 是和加在回点 
—恻的特殊边界条件冇芜的，存:这个意义下，它只能用于特定的方 
向.规则 （47.5) 尨根据进人经典禁区时 0 — 0 这个边界条件导出 
的，应用时，必须从经典禁区出发过渡到经典通区，如式中箭头所 
示①. 

如果经典通度妁边界（在;点）有- 无穷髙 《勢壁”，波函 
数在 r = a 点的边界条件为0 = 0(见§18).此时准经典近似直到 
势壁本身都成立，丼波函放为 



C 

V P 


^ = 0 



ij 产 




(47.6) 


§48. 玻尔-索末 菲最子 化规则 

属干分立谱月1董子数《值很高的态全都是准泾典态，囚为 a 
是态的编号数，它给出了本征函数的节点数（见丨 21), 而相邻节点 
的间距具有德布罗恋波波长的数置级. n 大时，这个间距小，故其 
波长远小于运动区的尺度. 

我们來推导准经典倩形中确定量子能级的一个条件+为此， 
我们考虑 K 列一维势阱中粒子的冇限运动；其经典通区 
界于两个回点之间 ©. 

按规则 (47. 5)，由; p = & 处的边界条件给出（此点右边的）波函 


① 反向过洩是没有意义的，因为 （ U .5) 右边的波函教即便怍很小的改变，也可 
能使式左的函餃产生一个指数式增大 的项. 

② 经興力学中.粒子在这样的场内将$周期运动.其周期 d 人 f &运动到 
再折冋到6 所需的时为 

T 7 二2〔:心 ■ u = 2仍 ^ 

t 1 是拉子速度. 
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数 


V p 


K pdx ^ 


(48. 1) 


把赴规则用千 a 点的左边，得同一函数，但具下列 形式: 




C f 

~^'- _ COS 

/ p 


hi 


pdx — 


4 


如果以上两式在盤个区内是相同的 3 它们的周相相加起来(是 
常数）必须等于^的盤 倍数： 


』个 


h 


pix 


2 


it = nn 7 


而 C 〃（ 一 1) W ■故 






(48. 2) 


其中是对粒了•经.典运动的整个周期积分.这就是 

J ^ b 

唯缒典情形中确定粒子的各个定态的条件，相当千旧量子论中的 
玻尔- 索宋菲 是子化规则. 

很容撼看出，整数《等于波函数的零点数，因而它是定态的编 
号数 T 波函数 ( 48 . 1 ) 中的周相从处的 一 +#增加到 m 此 


的从而使这个区内的余弦函数共有 w 次等下零（在区域 

以外,波函数递减.并在有限的距离内无零点）①. 

如前所述，准经典情形中的《值是很大的.但应强调，保留 

<48. 2) 中 a 上所加的 f 仍然是合理的：计及波函数周相的随后几 
个修正项后，（切. 2) 的右边只多出一些〜; l/i 的项，它们要比1小 


①严格汫来，零点数要用凹点附近波函数的椿确形式来汁算*这样做的结果 
可以菏定本节的结论. 
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得多；见 § 46 未尾的说明 0 ). 

把这些波函数归一化时， \ f ： 2 的积分可限制在区域 
内，因为此区之外的#是指数式递减的.由于(1&】）中余弦函数 
的京 i 是一个剧变函数，我们可以足够精确地把余弦函数的平方 

改成它的平均愤 k 这就得出 




dx 


其中的 

函数为 




pM 

- . rC ^/ Zmo ) = 1, 

为经典周期运动的频率.因此归一化的准经典 


f - 


2 cj 

ytv 


cos 


h - 


pdx 


jt 


(48. 3) 


应该注意，频率 0 —般说来随能级而异，它是能景的函数. 


对 （48. 2) 式还可怍兄一种解释.枳分®;等于该粒+的 


经典封闭相迹所毡围的面积(这个和迹足泫 粒+的 相空间印 F 平 
面中的一条曲线).把这个面积划分成若千格 ； 紅格的跖积为 2、 tA ， 
我们共得《格;而数值《就等 千能设 不超过所给他（对应于所考虑 
相迹的那个能登倘）的是子态总数：因此我们可以这样悦，准经典 
情形下每一 个量子 态对应于相空_中向积为的个榷格.换 
句话说，相空间休积元 A ^ Ax 中所 H 的态数为 


2 jth 


(43. 4) 


如果用波数 = 代替动量，这个态数可写成这个 


①某些惜肜下，由精确薜定谔方栉很到的能级精确表式(作为 M 子数 n 的 
函数）当 n— «时仍能保持丼 形式； 例如庳 旮场 …的能级和谐振干的能钕、对 T - 这些淸 
3心本来 A 能对 n X的尥适川的 （4 8, W 式，能够给出心数£ ( « ：■的精确友式. 
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式子，正如我们所 M 期 的 那排， 4 波 d 场中熟知的本征振，力数的 A 
忒完个相间（见<场论》，^ ^2). 

从 fit 了化规则 （4 S . 2) 式出发，可以阐明能谱中能级分布的_ - 
般特征.令 AE 为两个相邻能级的问职，即量子数《相差为1的 
两个能级的能砧及.由丁 比能级本分之位小得很多（当 Mii 
大时） ，故按 (48. 2) 沢可写作 


但 dmdp 二 V， 故 


因此得 


T ah 



l \ E ^ 


2开 

~T 


% -- 


(机 5) 


由此可见两个相邻能级的汕距等-丁对一些相邻能级而 
w (这些能级的〃値之避远小于 ■«■ 值本身），频申《可以近们地看 
作常蔹 . 因此我们得山这样的结沦 f 在能谱准经典部分的江一小 
段内，能级盐等距分布的，几间距为 ad . 这个结论是可以顸料的， 
因为在滟经與惜形下，不 M 能级间的跃迁频率应该是经典频串^ 
的整数^ 

任-〜物斑景 f 的矩阵元在经典力学极限情形下变成什么.这 
个 R 题攸得研究.为此我们从下列事究出发 f 任一量子态中的平 
均值？在极限惜形下应该变成该量的经典值，只要该态本身在这 
种极限愦形下能够给出粒孑沿一定轨道的运动.和这种状态栴对 
应的波包站由能量相近的一组定态叠合而成的（见卩 6). 这种态 
的波函汶呈以 F 形式： 




H 
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其中的％系数，只有在量子数 n 的数值介 丁某一 An 区间内并旦 
1« A «<<« 的时候，才显著地不等于零3的数但假定为很大，闽为 
定态是准经典的.按 f 的平均值定义有 

y ^ iw^fwdx -二: S 2 X 

) n ftt 

对 k ， w 的求和可用对 n 与 s = m — n 的求和乘代#: 

7= ； S2» n /_e 

n s 

按 (48. 5) 式，我们已令上忒屮的 (D^-^so> m 

用准经典波函数算出的矩阵元， ： K: 数値随 m 的增大 
而剧减，间时它又是量子数《的一个缓变函数（当 m — n 给定后). 
闵此我们可以近似地写作 

7 i j rt 暮 

其中引进了下列 记号： 

f .... f _ _ 

J M ^ J H ， 

h 为量子数 n 枉如区间内的某一平均低.但总 H 〜 | 2 =1;故 

n 

Uf〆• 

s 

所得的求和式呈通常的傅里叶级数形式.由于？在极限情形下应 
与经典量究全一致，我们就得到这样的结沦，在极限情形下， 
矩阵元; f mn 变成经典函数 ) 的悱里叶展式中的 L- n 分量. 

N 理，连续谱状态间的跃迁矩阵元变成 A 0 的博里叶积分式 
屮的展奸式分 i . 此时定态波函数应按能量除以 A 的 (5 函数归一 

化. 

以上所述的所有结果，可以直接推广到多自由度的系统中去， 
这个系统诈着有限运动，并&(经典）力学屮能用哈 密顿雅 可俾方 
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法完全分离 K 变鼠(所谓条件周期运动 见< 力学 h 〖52).变量分 
离以后，每一个白由度归结干一个一维运动，其相应的量子化规则 
呈下列 瑕式： 


h 


- 2 ^th ( n ^ 4- r ^), 


(机 6) 


其中的积分是取广义坐砧 L 的整个变化周期山是数量级为1的 
一 个数，其値依赖子所给自由度的边界条件的件质 A 

在任意多维运动（不是条件周期运动）的一般情形下，准经典 
量子化条件的表述要作更深远的考虑®但是相空间屮的“扣格” 
槪念仍然适用（在准经典近似下).根据它与给定空叫体枳元中的 
波动场本沉振动数的前述关系，这一点是很明显的.在一般情形 
下,具冇 s 个自由度的系统江相空闾体积元屮具有 

AjY - 二^ (48. 7) 

个量子态 l 


例 m 

i . 一个粒子运动子满足准技典条伴的（非辏力）势场 uo ) 中，求丼分立 
能级的总数（近似值）. 

解 . 动呈值在间粒了位置在，之内的一个相空间沐积 


①例如、对辏力场中的运动而&我们冇 

+ = 4■含) t 手 pMfl =2 jtS (卜 

其中的〜二 n-f - 1 为径里 ：了 数 . 最后一个等式说明为角动里的 z 分鱼，即等于 




② jiL J- B. Keller, Annals of Physics 4, 180, 1958. 

(5) 特别是对一个粒子， d i p /( 2 ^hy 就及嗆位圯标空问沐枳中动蛍尥仟■丁 -fp 内 
的状态数，这解释了平而波（ ] ^ s ) 的两种 w —化方法的一致性，见沒甙的附注. 
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元屮 “ 所冗_的 态数冷干 


去 mUV 

_ (2 jfh 3 ■一， 

当 r 给定; 1 敉子（指纪典远动 .） 所能具5的动敁 满足条 汴 芯 =# + 

2m 

UCrXO . 把 H 代人 上九 忉分 立谱的收态总数为 

式中对 C；<0 的空问区以进行积分，如果?7在无穷远处按的规律 
S C2, 按§ 18的结果，这个积分足发肽的（总态数为无穷）+ 

2* 同上题，但在准垃典较力场 C /( r ) 中 （ B .； l . fioKpoBCKmj )* 

解.由 T 辏力场屮的能级对角动量方向而言是笱并的，.么数不等于能级 

if £ 

数.对给定的角动设值」1/而 a ， 显然，其态数等干 作势场 pM = t /( r ) +j ， 

Zmr - 

中作-•维运动的 （ X 0 丼）能级数.当 r 泠定 J 1 能睃丑40时，动足 A 的最火 
可能 值为 故态数（即能级数）等于 

\ drdp r \/ 2 m f I 「 M z T 

. 2 jzA - 2 jz S J V 2 mr 2 

对心 J A 求积分（代妓唯#典情形中对〖求和），即得欲求的分立诽能级 
总数，它等于 


4ft* J .. 


f (-仍 rdr . 


§49. 辏力场中的淮经典运动 

我们知道，较力砀运动屮的粒子波 函数可 以分为角部和捽部. 
我们先考虑前者. 

角部波函数和 P 角的关系（由量子数所确定）很简单，不发 
生寻求近似表式的问题.至于和极角0的关系，按照一般规则，当 
呈+数！很大时就变成准经典关系（它的条件以后将更精确地 
表述). 

我们在这里只准备推导磁董子数筅于零 （m = 0) 时的角函数 

• 212 ♦ 



准经典丧式（在应川中最 iT 要)这个负部函数和勒 lh 德多项式 
巧（〜4)[见 (28.7) 式1只差〜个常凶子，满足 K 列微分方程 

d 2 P ； /d$ 2 + cot OdF,/dO + + 1)P, = 0, (ill) 


作捭换 


可化成 


P t ( co ^0) - X (0)； 




尸 4 


2 / + 严 ％ 


父 = 0. 


(m 


(49. 3) 


这个忒 f 不含一次微商'并和一维薛定谔方程乂有相同的形式. 
(^. 3) 式中，相应的德布罗意波苌为 


A =- 2 ,t 





cosec 2 






异数 ^2^') / dX 必须很小[条件 d 6) ]， 


这一要求给出下列不 


等式 


U ， （JT — W »], (性 

这就泛角部波函数为准经典的条什.当【很大时.这些条件耐阿 
有的0忾差不多都能 满足， 只葙十分接近子0成7的 mm . 

当 （49. 4) 式的彔件满足时， U 9. 3) 式力括兮中的笾二项与第 
一 项相比"丨以 略去： 


Jf rr 



^ -二0_ 


这个方稅的解为 


/ = sir ] () Pi ( cos 8) 



(49* 5) 


①在的相反恃形下，牝付应于位了-亦道平囬£?二 f 内的经典汍道运7九这 
是闪为尸〖（⑼以0=常数 Xhn % Af -^此 这个函孜（囚对所有的 
V ^ T 值 ifU 都迨+芩- 

A 
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式中的 4 和 a 是常数. 

当角度时， （49. 〗）式中可令的同时把 Ki ^ rl ) 
近似写成 p ^ y ) 2 , 得下列方程： 


d ^ P L 1 dP , / 



它具有零阶贝塞尔函数之解: 


Pi^co^d) ~ ^ 




(0«1) 


( 49 . 6 ) 


其中的常闶子已令等于】 t 因为6=0时必须有 P , = l . 尺的近似 
表式 (49.6) 对 0«1 的所有角度都是成立的.例如，它也可以应用 
到 in « e«l 的角度范围内，在这种情形下，它和 U 9.5) 式应该完 
全-致，因为（49. 5 )式对的所有0都是成立的.^ 01 ^\ 
时，这个贝塞尔函数讨以用宗畫很大时的渐近表式代#，我们得 


P |^ 





(系数中的+与？扣比可以略去> 与 （49. 5) 式比较，我们发现 

,4 = 因此我们最后得到以下的 P , (<^0)表式， 

适用于准经典惰形叫 


广」 sin 

Pi (⑽ 9 W 》 r— 




Sin 


0 


由此得归一化的球谐函数[参考 (2 S . S ) 式]: 


(49. 7) 


①注氣 ZU + 1) 换成 U + 1/ 印的 结果，使所得的表式中：在0换晚 x - f ? 耵 
多乘一个< 一 IV 因子，这疋及函数所应有的性砬. 
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LV 7 - 2 4 4 J (49. 8) 

jt v s i n (7 

现在来讨论波函数的径部.在 § 32中已经讲过 ，/㈦ ^ rE ( r ) 
函数满足的方程,等同于具有下列势能的一维薛定谔 方程： 

2 m t l 

闶此 f 只要把势能理解成为此处的 K ( r ) 函数，我们就可以利用前 
几节所得的结果. 

/ - 0的情形最简单.离心能等于零，如果1/<>)满足(46.6) 
式的必要条仲，径部波函数将在整个空间成为准经典的.由于『 - 
0时必须有 Z =0, 所以这个准经典函数/ ( r ) 由 （47* 6) 式(式巾的 
0二 0) 所确定. 

如果离心能也必须满足 （46. 6) 式的条件.在 r 很小的 
区域内，该处的离心能与总能畺具有相同的数 i 级，波苌 A = 
2 zh ； V ^ r ! l , 则条件 （ M . S ) 绐出 Z » l . 由此可见，如果/不大 . 

淮经典条件在 r 很小的区域内被离心能所破坏.容易证明，如果 
把势能仏⑺中的系数 / u + i ) 改成 

(V 卜 1 -丫 

n /、 T7/ 、> 舻\ 2 / (49.9) 

再按一维运动的公式计算之，可得准经典波函数/0*)的正确岡 
相値 

准经典近似对库伦场 C /= 是否适用的问题耑作特殊考 

虑.在整个运动区域内最重要的部分相当于〜 j 別亦即距离 

①例如在 d …这动 w w ) 的最简单情形下，采用 u &. 式的 a 『 m 太 b 十. 
根据 ds . l ) 式箅出的波祕玫周相的确和 （33. 12) 式的周相相^ 
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r 〜的区域.这个区诚内的准经典运动条件，奥求波 d 〜 
2^/ \ 2；^^1^远小于该1^域的线度 《/1 別，由此得 

(49. 10) 

即能量绝对值必须远小于第一玻尔轨道1:的粒子能量值 . （ 49 . 1① 
甙也可写成 K 列形式： 


⑤》 1 ， 


(49. U ) 


扣中的^〜 Wl / m 为粒子速度.应该注意，这个条件与库沦场 
的微扰论适用条件 (45. 7) 式相反. 

〒子 r 很小的区域|»丑)，对库伦斥力场而言丼不讯 
得注意，因为 C 7> 丑时^隹经典波函数是指数式衰减的.可是在 一 
引力场屮，当^很小时，粒子有4能穿入10_的冗域内，这就 
产生了准经典近似的适用界限问题.应用一般条件(扣. 7 )，令其 
中的 


F 


dU _-a 


2m IC/| 


ma 


結鬼发现，准经典近似的适用区域局限于下列距离 

■r》^V ma, 

也就是远大千笟一坡尔轨道“半径”的距离 • 


(49. 12) 


例 




如果0时，势场按 ± a ! TW > 2 ) 的方式趋向无穷，求波固数在原点 
拊近的行为. 

解.当 r 足够小时，波为 

H ? tr“ z 


故 


乂 •■ 


dX 


\ Tm'U 


—-i 


dr W 


ma 


«h 
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可见 Li 满圯准典笼汁.作 U 力％屮 ^— ONj t ；— 此时原点附近的区 
域为缢典通 H 径向波函数 /〜 i / d 故 

+■ 1 

在斥力场巾， r 很小的 [ K 域为绍典禁区.此时敁闲数当 r —0 B _ j 指数 A 
地趋于零.略去指数函数的系数，我扪有 

卜― ㈠ -": 叫)或一 ■ 

§50. 势垒的贯穿 

我们来考虑一个粒孓在图13所示的场中运动，此场的特点是 
存在苕一个势垒，亦叩存在着势能 UU ) 超过粒子总能量$的…个 
區城.经典力学中，勢卷对粒子讲来是“不可穿透"的;但是在量子 
力学中 .一 个粒 K 以 “ 穿过势垒”:其几率不等于零.①这个现象 
挞称为隧道效应.如果勢场 UOO 满足准经典条件，该势亳的透射 
系数可以表成 - 般形式.耑要指出的是，准经典条件会得出势垒 
必须是很"宽”的结论，因此准经典情形下的透射系数是很小的 . 



为了不屮断后 m 的计算，我 n 先來求解下列问题.假定在 m 
点右侧（该处的的准经典 波函数 呈以下的行波 
形式： 


①这类例 7 已见§ 25 ,题 2 * 
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吨 - 


c 


V p 


exp 


■ n 

1 

u 1 , 

k. 

_jli 

pdx~\ ■、以 

i> 4 J 


( 50 . 1 ) 


我们朿求区域内这个态的波函数.这可和 W 7 中的少骤一 
样，采用复变量 z 的平面 .令 

E - U(jc) 〜 F 。 Or — 6) ， _Po 〉 -0 ， 

可把 （50. 1) 式写成 

f C 1 

• ex P 2mF\) — bdx -[- * 


沿上半平 i & i 的 K 列半圆 t : 1 石至左地 通过: 


x—b = pe i \ 


•X 1 


30 "~ 


吾 p 3/3 (— s i n 吾 0+ &£_“)， 


周相 4 从 o 变到; r . 0 U ) 函数的模先姓递减，随后增太，到达半 
圆末端的函数忾为 


0 O ) = 


C 


(2 mF ,) 1 ^ (& 一幻 1/4 e iV+ 


ex p |"^ 2 j ?2 ^o (怎— &) 心+~^ 开 


我们就得到下列封应 规则❾ 


尤 >& 时 ^ exp \^\ y dx - v \ in 


① 沿下半 平面自 右向左 m 过时， pu ) 函数的模先增后减. 到达左 实轴上 （必— 
_九>变成一个枏数式小进，把它始终加 SH 50.2) 扣数式大的项上将是不合评叻.在 
咕 Oc ) 为指玟式大的 K 域内， 由 干准经 A 近似 的不枏 哄性，公丟 棹指故忒小的修 
mi 这个修正项3在—一 .T 时又能交成指 放火火项， 凶而后者也 就会被 丢掉， 
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— 冗<&时 



(50. 2 ■ 


必须强调，此忒顶先假定了经典通民内波函数的特殊形状 （叫々 运 
动的行波），应用时只能从通区过渡到禁 K. 

现在来计算穿过势垒的透射系数.设粒子自I反由左向右射 
向势垒.则在勢垒后面的 nr 区内，只能有穿过势垒向右运动的波, 
此氏内的波函数可写成 


0 -■ 




V 


(50. 3) 


式中的 y fjm 是粒 T 速度 . £>是流密度. 
求出势垒内部 1F 区的波 函数： 


应用规则 （50. 2)，可以 


0-V^-P 


V 


( j\\ b / dx 




(50* 4) 


最珩，应用规则 （47. 5)，可得势垒前而 I 区的波 函数： 

exp GIj p f 办 )_( 士 f 户 -_u. 


如果我 们令 


D=exp( — 好 I p I dx^ 


(50, 5) 


上式变成 


去⑽(士. f / 妍 +0 

1 / i r 

7 T exp UJ / 




v 


-exp 


(~T 


x 


pdx 


n 


4 


tJT 


笫一项代表射叼势垒的波 — ^ 时变成平而波 ，第 
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二项代表反射波.所选的归一化6使人 射波凡 衧笮位流密度，闲 
此透射波的流密度 D 就等千所求的势垒透紂系数.注意此公式只 
3指 数幂很 大因而 D 本身很小时才能适用 .® 

前而已经假定了场 UM 在整个势垒范围内满足准经典条件 
(只有在回点的邻 K 除外）.但在实际 b 我们常常遇到这样的势垒， 
它的势能曲线在 一侧降 落得极快，使得准经典近似无法应用.在 
这种惜况下， （50. 5) 式7?中的指数因 p 仍保持不变，但其前面的系 
数[在 （50. 5) 式中等于 1] 苻所不同，要算出这个系数，我们必须 
笕出非准经典区内的精确波函数+并据此定出势垒内部的准经典 
波函数. 

例 题 

1. 求图 u 所示的势岳的透肘 系数： nu (^)^ o , x ^ o \ huct ) = 
= u 0 - fx ； 只需算 m 指数因子. 

解.简单计算后给出下列 结杲： 

^-expF 

L SM 」 

2. 求一粒？（角动屋:等于零）逸出 球对称 势阱的几率，该势阢当 



① D 为指数式小母，这朽1区 内人射 波和反射波的抿幅相节这个事灾 有关； 两 
者之间指数式小的差別在准经典近似中被丢掉. 
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时厂 （r) 二一 r>r c 时 i7(r)=—( 图 15 八① 

7 


解.球对称问题可以归结为一维问题，因此以前所得的公式可以立接应 
用.我们有 


to 〜 exp 




0 吨 /It 




算出此积分，读后抑 


w? 〜 exf> 





在 r fl — 0的极限情形下，此式变成 


w 〜 exp 


[2^j f 


2jt<x f 
%v \ 


这个公式，当 指数眾 似.尺即^/以>：»1时可以适用 k 这个条沖和庳沦场中的准 
经典运动条汁 （4 f J . 11) 式一致， 

3. 设 C / d ) 由两个对称的势阱（图16巾的 I 和 U ) 夹一个势荜所组设■如 
果该势垒对粒子不可穿透，则共能级对两个势肿相亂祁与 f 粒子在其巾一 
个势肿中运动时所具有的那些能级.势垒的可穿透这-事实.使打以1•.的以 
个能级分裂成两个栉邻能级,对应」_■粒子 M 时在两个势阱中运动时的网冲不 
同状态.试求分裂苋度[假定势场 U ( W 足准迂典的]. 



解. 略土 穿过势垒的 几啭， 场中的薛定埒方枵的近 似解可 以采闭 
准绞典波函数 中执 这个江函数描述在一个势阱屮（譬如阱 U 以某个能 


© 这个 M 题宵先由 G . 以泛由 K. W, Gurney E- U . Con<lon 

U 即 3) 在关 f •放射性 o 衰变的理论屮讨沦 :: L 
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量為运动的拉子，它在该阱两侧指数武.裒盹0。以)假定足 这洋归 1化的，便 
枓扣对阱 I的积分％于 1. 计入小的透射几串以后，能级 J ? e 分裂成 仏和匕 
两能级，对应于这两个能级的正确零级近似波函数，品和 W — W 的 
对称和反对称组合： 

V’iO) + 疋) L i f ± (^) = ^ n (^) 一 fo( — 江 ） L 

⑴ 

^ I中 1 ‘（一幻与心(^)相比小至可略；炉1中则反之.改乘积 
处处都小 1( 可略， （1) 式中的两个函数V这柞; ).] 一化，使它们的平方诰对阢 
I加阱I积分 m 部等于 1. 

薛定谔方程为 

r^~~(^-u) ^=&, 妍 2 甚 -nm'h 吨 


笫- 式乘心 第 二式乘 心后，两式相戚，然后对办从0到 W 积分.记得 r = n 
时，化=7"^。和 ^ i ^ 0 7 以及 


我 f 「] 得 


rJ=l tldx ^= WT , 

• p v 2 ^ o 


*2 

— Eq = 一，-垆 a (0) (0) ■ 

■m 


同理，我们发现 仏一艮 具有相同的表式， 佴差 一符号，敁 

㈣ ⑹. 

m 

根据⑽. 1) 式.以及（43.幻式中^-系数、我们存 

議 V 点以吐 - 爿: 1 ， 1 心 

其中 故 

1 r a ― 

~- l -\ lplcfr • 

* - —p — 

«是对应 f 能& 仄的见 [If 16. 

t 粒 f 穿过 --- 抛物努垒一 id ' 试求透射系数 d 的祐确抗（跟 


Ef — E ' 


o>h 


exp 


t _)： ^。⑻， 


* 222 



定 D 5 是很小）. ( E . C . Kemble 

解，不呀 fc 和 A T 的数攸如何，在足够人的： d 距离处 k 幼足准纟 i 典的，说 

处的 


P 


2 m( E+~-kx 2 \ mk + E 士 . 


薛定谔；程之解的渐近式为 


0 =常数 

艿中引用了 K 列 记号： 





我们只对这样的解感兴趣，当 ^ + oo 时此解 U 含汽 左向右运动（巳 a 
拯过势垒）的茈.我们令 

a:—>oo 时 ， jff = Be^ lfl i * (1) 

— 00时， — er“”n + (~ i ) (2) 

(2〕 式屮的第一项代表人射波，箕二顼为反射泯（肤的行进方向觅它的堝相增 
加方向）.』和 B 之问的关系可以从以下的市实出发求出，即0的渐近表式 
虹变皆 f - 面上的足够远的整个区域内都[成立的. 现扦 来考察函数 （1) 
沿£ L 半平 iM 內半径 P 很大的一个半画周上的变化. 

右 = pe iip . = 户它（ 一 shi2$ + £ cos2^). 

磷从0变到^绕此肀圆的结果，函数 U ) 变成 （2) 中的第二项，具有系数 

AtBW ” ie ~^ = - iBe ^^ (3 ； 

江路校的^段内，模是指数式大量，此时 (2) 屮第一项的指 

数式小屬:被 S 掉气 

按 (2) 中人射波所选的归化，粒子数守恒条伴为 

|川 £ +| 冲 =1， (4) 


①此题之解 EU 可应用到任一势垒 t/Or) 顶点附近的透射，只要 f/b) 在极大值附 
近依赖于 f 的平方> 

龙通过下半半面求 A 是不恰当的，因为在与终端「端点处的0 值岛 （2〕汉给出] 
相眹的路段（，:上项与项私比足一个指数式小見 

A 
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由⑺和枓到別求的透射系数 

/>= if | 2 = l/U + e - 2lL -), 

此式对任何五都成立，如來能逯的绝对值很太并且是负的，则得 
与 （50.5) 式一致. 対茗 >(h U 

丑 = _! — /)= 1/(1+ e 2 甘 s ) 

是势垒之上的反射系数. 


§51. 准经典矩阵元的计算 


要直接汁算任一物理量/对淮经典波函数而言的矩阵元，存 
在着很大的困难.我们假定，所求矩阵元中的那两个跃迁态的能 
景值并不卜分靠近，使得该矩阵兄不能化成/的博里叶分谨 
(贫48).困难的产生，在于这样的波涵数都呈指数形式（指数幂是 
一个很大的虚逯)，被积函数免现总剧的振荡. 

我们来考虑一维的情形 [ 在势场仍 >) 中运动]，为简单计.假 
定该物理量的箅符不过是一个坐 
标函数 KW . 设仏和 为对应 
于粒子能量值私和私（且的> 

巧， M 17) 的两个波函数；我们假 
定01和^2都取为实函数.观在 
要计算下列 积分： 

» 02 
fl 2 =^ [ (51- 1) ^ 

J — W 



按 （ 47 ,5)， 在 n 点^ 二％ 的两侧忒域， n 不在心点的紧邻!<域 
内，^波函数呈下列形式： 


Cl 

「 1 ' 

1 

- X 

■ 


—~K 


Pidx 

a i 

， 

_ 


37 >叫 ， 妒] 


C 〕 

— r — 
V lh 




(51*2) 


对 W 也有 M 样的式+(卜1标1改成 2). 
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可足，如果把波函数的这些渐近式代人 （Si. 1) 式中进行积分 
计算，汴不能得到正确的结果.我们将在下而看到，原因作于这个 
积分是一个指数式的小豉，而被积兩數木费却许不很小.尚此被 
积函数只耍相对地作出很小的改变，它的积分值一般讲来就会有 
数I级的变 化. 这种困难可以用以下的方法加以避免. 

a 们把 t 函数表成心 fm 也就是把佘弦函数（在 
❿的 区诚内）表成两个指数式之和.按照 （50. 2) 式，我们 


^ cu 

r i ] | 

-JC 




Pz^ 

a, 



C... 


叫： h 


[ 1 

p 2 dx-^~iJi 


(51. 3) 


一函数是 W 的共轭复函数 [W 二 

积分式（5〗. 1) 也被分为两个复共轭积分之和/ 12 =/匕十 /r 2 , 
这是我们想要让算的，首先，我们注意到下列积分是收 敛的： 


ftz~ ihf 與在龙， 

訾_印 


突际上，尽管蚵函数在^化区域内指数武地增长，但 是心函 
数在区域内按指数形式更快地趋子零（由于在区域内 
到处都有 ijh 卜|於1). 

我们把坐标 r 看作一个复变量，并把积分路线从实轴位移到 
上半平而.当; r 多出一个正的虚増量时，甸函数（在;区域 
内）中出现一个递増项，但是㈣■函数仍递减得更快，因为在 
区域内到处都有 P2>1^. 结果使敁积函数衰减. 

位移后的积分路线不再通过实轴上的两点，这两点 
附近准经典近似不能适用.因此在整个积分路线 L ， 我们呵以应 
m 丸和 P 纟函数在上半乎面屮的渐近式,这些表式是 

= 2[2 ^i exp ( i"L s 取)^ )， 
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於卜硕 t ( T ^ yi^ exp (一士【 

(51. 4) 

其中的根号是这样选取的，使得化时它们在实轴上取正 
惝. 

在下列积分式巾： 


12 


激卜 P (爿: ^讀】 -E 冰 

一 1.. I ■ v / 2 m (?7.— £^)办)： 


f{x)dx 


UJJ - E {){ u - E , yy ^ 

(51. 5) 

我们希望改变积分路线，使得指数因子尽可能地消减. h 式屮的 
指数幂只在 UU) 二 co 的点具有一个极怙（闲为时，指数 
幂对$的微商在其它点都不等于零）.因此积分路线改变到上半 
平面内的唯一限制足，该路线必须绕过 UOp ) 函数的奇点；按照 
线性微分方程的一般理论，这些奇点 
也就是 PO) 波函数的奇点.积分路线 
的凡体选择依赖于场的实际形 
状.如杲 UU ) 函数仵 t 半平面只有 
的一个奇点，那末该积分可取 
图18所乐的那种路线进行.这个奇 
点的邻域佐该积分中占唞重要地位， 一 

使得欲求的矩阵元 / 1；i = 2Re/h 实除 
上和下列指数 幂很小 的表式成 正比： 


Jo 


m is 


f 


jmt ^\ 


1S - exp ^ — - i-Tm 


广 ^/ 2 m ( E 2 - U ) da ; 


厂 \/ 2m ( E ^- U )^ 


<51. 6) 
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( JI , 几! 1932) ①， 

这两个积分式的积分下限可取经典通区中的任意点；很明 m ， 
积分式的虚部不依赖 T 这两个点的界体选抒方式.如染 t / u ) 函 
数在上半平刖几有好几个奇点，则 （51.6) 式中应该取这样的 A 
点，使得式中的指数¥具有最小的绝对 値® 

Jf ! 同一方法， nj 计兑辏力场运动中的准经典矩阵元.但是 
t /( r ) 现在必须理解成为冇效势能（势能与离心能之和），对〗值不 
同的态而宵，有效势能达不同的.为|^1:以后的问题中进步应 
用这个方法起豇，我们把两个不同态屮的有效势能写成 R ( r ) 和 
V 2 ( r)m -般形式.此肘, (51. 5) 被积函数中的指数¥不但在 ( r ) 
或％(幻等十无穷大之点具 Yf 极值，并 Ji 述东满足下列方程之点具 
贫极 偵： 


U 2 (r) 一 U : (r)=E 「： Eh. 

因此在以下公龙内 


1 r r r * _ _ _ 

I2 -expf - flm j s/2m(E 2 -U.) dr 


cu 


^27/1^ ： —u^dx 


(51 + 7) 


(51*8) 


r u 的 W 能值中不只包栝和的各个奇点，并且还包括 
(51.7) 忒的各个裉. 

辏力场情形还冇一个不同之处,在 (51. 1) 式中它对心的积分 
是从 0 (不足从一 CO ) 到 CO 的： 


fn = 


X { fX 2 dr . 

- 0 


①在 （ S . L 5) 和 （ SKS ) 甙妁推导屮，我们把波闷妓改吸了它们的渐近式，由于采 
用 f 图 U 所示的积分路线.这 t 积分式的餃姓级就决定于被 W 函数的数证级；閃此 
被积函数的很小改变对积分値不么 tr 很人影晌+ 

③ 找们巳 经脱定本身儿没 iV 办点. 
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这里有两种谙况必须 K 別，如果敁积函数迠 r 的偶函数，那末这 
个积分式可以在形式上廷伸到从-^到 . co 的整个区间，从而 
和以前的愔形毫无区別.如果 Ui ( T ) 和％ CO 都是 r 的偶函數 
[ U (- r )= U ( r )]， 上述情况就有可能发生.此时的波函数 4(0 
和 々⑺ 或者是偶函数或者娃奇函数7(见^1：^假.若 /( r ) 函数也 
是偶的或奇的，乘积/ lTA 就有可能是偶函数. 

…方而采被积函数不足偶函数:_如果叭4不是偶函数1 
就有这种情况]，那末积分路线的起点就不能从 r = o 点移彡 r ， 而丑 
r a = 0 这个点就应包含在 （51. 8) 火的 h 的各种吋能値中. 

例 题 

1. 计笕 U --.- TJ ，。 场屮的准绍典矩阼元 （ R 兑拎数闽子〕， 

解 ， 厂（幻 M 订 r-.._ _ ^.时变成无穷大 . 相应地可令< M S ) 屮的 ■!_.. _」 
=一 x ,这个积分可以证沖到 T 二+ oc ■ 方枯 JiW — Jji : 积分; i ‘ j ■，都作其_卜 
限一 co 处发妝. h 此我 in 先计莴从一 z 到+%的积分，然 a _叫取 Km 
3： CC . 结果捋 


/is ^exp 






共中的 w . = \^ 2 E } /m , =\/ 2 E ^ J 7 n 为无？ ； i 远处 ( x -^ co ) 粒 -「- 速度 、㈡ ii : 

的运动是自由运动. 

2. 与题1相亂识迕 &伦场 u=a _ r 屮. 求卜 u 的巧 t 态间的叩-:%典 
跃迁矩阵元. 

解 ， U ( r ) 函玫的啦一奇点处 ^ = 0. 相向的积分式已在§训题 2 中舒 
过.按 （5 U ) 式，结粜抖 

^ W 1 1 \1 

/ 丄 2 、 exp -——- + 


① r .:r:i4 偶闲苡 [!:] ■，抒向泣涵 SUKr ) 的奇尙士定干/的夺偶，迖很小 
时的丑出来 〔.此 时 /j H 〜 r r h 
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§52. 准经典情形下的趺迁几率 


势垒贳详是经典力学屮完仝不能实现的一个例子.准羟典 
怙形卜这个过程的儿率是一个指数戌的小 ii. 它的有关指 数幂可 
用下法确定. 

考虑任一系统从-+态到兄一态的跃迁，我们解出相应的经典 
运动方稅，求出其跃迁"轨道"；似足裉据经典力学中并不出现这种 
过程的亊实，这必然是复数解.例如.我们发观 ， 系统从一态形式 
上跃迁到另一态的那个“跃迁点 51 心一般讲来造一个兌数点；该点 
的位置由经典守 m 律所确定.然后我 tfun 卜兑系统的作叩量 
(^ 9 ,) S 2 (. q ^ q 2 ).. 该系统在第一个志中从某个初位置1 出发 

运动到“跃迁点 " gh 付在箔二个态巾从 g : 点出2到达最 / T ； 的 t 
位置.所求的这一过椏的儿串由下式给出 


扣 〜 exp 


I 


—-^rm[S : (Uo) ^)] 


(52. 1) 


如取“跃迁点”的位罡不 是唯的 . 则应从中选取这样的点，使 
得 (52.1) 甙中的指数¥具有最小的绝对值[当然，这个绝对值还应 
足够的大，使得 （52.]) 式仍能成立] 

(52. 1) 式是和以】中讣算准经典矩阵元时导出的规则一致 
的，何应 指出， 梁阁矩阵兀的 f_ 方去计算跃迁儿串巾指数前的系 
数，将是不正确的. 

基丁 (52. 1>甙的复经典轨道法楚一个捭遍方法，它可适用千 
具冇任意多肉由度的系统巾的跃迁 UU. Jlai'^ay 1932). 如果 
跃迁点是劣数但位于经典禁冈内，则（在一维运动的简取情形下） 
(52. 1) 式4势垒贯穿的几率式 (50, 5) 相 M. 


①如采该系扯的势能年夯具行奇点.那束这苎奇点以应算入^的可能值中. 
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垒顶之上的反射 


U: 我们把( 52 . 1) 式应用 T 奄顶反射的一维 fn] 题，所 m 爷顶之 
上的反射，就是指粒子能董超过勢垒髙度时发生的反射.在这种 
惜形下 f h 就取粒子运劫反向点（“回点 B )A 的笈坐标，也就是方程 
f/(w= 否的复裉.我们来希一下，怎能处桔确地箅出包括指數前 
系数在内的反射系数. 

我们必须（象§50那样)再一次建立势垒远召侧的波滴数（透 
射波）与远左侧的 波函数 （人射和反射波）间的关系，采用 H 7 和 
^50中类似的方法 ，把# 看作复变量^的函数,不难做到这一点. 

把透射波写成下列形式 

式中的 A 妁灾轴上的任一点，我们来追究它沿上半平而中曲线 C 
的变化，绕（在足够远处）回 
点; r Q < 图19>;这条曲线的整个最 
后部分必须位于很远的左区，使 
得人射波的近似(准经典)波函数 
中的误差远小于欲求的小量图 13 
绕过化点致使^^一_ 变一符号，回到实轴后0 + 函数就变 
成向左传播的反射波由子人射波和透射波的振幅可以看作 
是相等的，所求的反射系数 A 就简单地等子6-和心的模 M 平方 
之比： 

R 二 

导出此式后，指数幂的积分路线就可以任意变形；如果变换 


① 如绕心 点下面的仙线(例如 * 简单地沿实轴函数就转变成人射陂. 


! 2 


= exp 


卜 


2 

n 


Im pdx 


(52. 2) 
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到阁 i 9 所示的 fT 曲线，则上式枳分化成从心到心的积分的两 
倍，我们得 ® 


R = ^xp 


4 


n 


;r 0 ) 


， a ( x^^ 0 )=lm p ( x ) dx . 


(52* 3) 


由千 VM 在整个实轴 L 都是实釐， 心点 的选法无关紧要，注意 
(52-3) 屮指数前的系数为 1 ( B * 几 noKpoiiCK ^ S , C * K - CaEBiiH , 
中， P + y ； miiH 4 - 1958), 

如前所述，在 心的所 有可能值中，我们应选这样一个協，使得 
(52. 3 )式的指数幂具有最小的绝对捣（并 fL 此值必领远大子 1) ®, 
这还陪示若,如果势能 Uix ) 本身在上半平而具冇奇点，对这些点 
而吉，积分 cKh， 吻）具有较大的值；否则指数幂将由这些奇点之 
一来确定，而指数前的系数将不会象 （52-3) 中那样等于 1. 如果 
C/Or) 随着能量 E 的增火在上半平面某处变成无穷大的话，这个条 
件昏定无法 满足： 此时满足"的％点在趋孓极限时十分接近 
+满足 co 的心点，因而这两个点对反射系姣作出的贲献大小 
差不多1；积分〜1]，公式 (52. 3) 不再成立.在极限情形 
F， 当 E 大到使得积分値远小干1时,微扰论 K- 始适用 （见题 2)®. 


例 題 

1. 采用牿确到指数因 r 的准线典近似，求一笊核和一重核（当冇痄伦场 
的 W 定/】心）碰揎吋 K 核的蜕噢儿率出 . A 匕 111 如 nm 1939 ). 

解. 对反应儿韦的七要 M 献米自霉轨逍饱动 R 的碰撞，准 d 典近似中这 
些就是对头撞，粒+的迠动变成一维 S 动+ 

令五为 氘核能垦，以单位， e 是氘核的质子和中子的结合能；直*和 


①此处绐出的证明朗這 （ U 61). 

© 3然， 我们只 考虑 cr >0 的^点，即 位于 上半乎丽的 n 点. 

③屮间怙形曾山 U ■丄 llo^onramt f|l H . M . Xnaa / nmKOB 研究过 
40, 17 J 3, 1961). 
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E P 义 所释放屮 丫和质 - f 的能显， 以； 为单位.戕们述采用无 k 纲坐标 
7 = 是审核的电萜) ， ；[:用 ？f ■代表 g 在“跃 il 点”的值（一般是复 

iti ), 亦即笊核“蜆变时刻 ' Wiff . 我们4万出 



丼中 v P M \ v d 是蜆 交时 刻各粒子的速度，以为单位， m 是核丫 ® 
量； h 是实量并与释出中子的速度相等， 伹心和 心都是芨最.由跃辻点处 
的能黾和动货 守怛条 件给出 


故有 


£ P + 丑 n t £— v ti ^ r v n — 2 v d . 


⑵ 


v P ^2 i ^- v n , 



i—v 


nt 


«Q 


=F +1 — — 2£ 


眹 if fV】 系统的作用 1 相当于笊在敁场屮直到蛻变点为《」运动；它的虚部为 


ImSr -^ Zft 2 




E - 



= Ze - 



--■Im ■: t 



(3) 


跃迁后，■作 ) iui ： 相 m + 和质 - r - 离开蛻变点 的运动： 

InuS 2 。 Ze 2 v ^^lm {丨 v n dq + [ J 2 、 也 、 _ 丄 ) t/fj 

- Me — + j tostr 、/ q 0 Ep \ 


Z ^ J-~lm 


U ) 


据 （52.1)， 此过程的几率为 


w 〜 exp 


U 


\ l~l 


9 


- eo ^ li _l V q^E P — ~ y —- cos h ^ : g^E 

■v E 


C 5) 


与两个反双 ill ] 余弦兩数來自 M ) 和 （3) 式的事灾 +H ■•致 . 它们的虚部必顷分別 
与 Imo ：Hi Im^ d 具有相 H 的符号，订脔者的符号在 (2) 式之解 I Li 经这样选 
定，使掙 ImOS : + S 2 )>0, 

rtH ^. 『:; A 成指数敗赖关系，蛻变（具-有仟葸的良和五 ,= f - :-五，■ 
庳）的总几率由指数諶（作为的咗数）的最小绝对恺给出.分析 a 明，这取 
发屮作凡 — 、0时，此时仔 ^ Q - J / C ^+ l ), 从⑸又 n 


w 〜 exp ) — 



JIEI 一工 ⑽- /^Zll 

V 五 +i v A 1 V £ 十 1 1 
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这个公式的成立条件是指数幂必 M 远大十 i , 

对瓦的非零值算出作⑴的虚部卩，攻们讨以求出呒释粒 
子的能量分布，布邻近^^ = 0处，我们有④ 

ImS { E ,) - lmS { Q )^ E n • 

^ 」f n -。 

计舒汙故耵给出 

dw ( / m ^ T 3 —五 

a ， r ^ rvr ^ La - ⑽”” 

2 , 如粒子能 fi 满足微扰论条件，求垒顶之上的反射系数. 

解.采 ； H ( H 1) 式，初态和末态肢函数是沿相反方向行进的两 个平面 
敁，分别按承位流密度归■-化和按功量除以 2；^. 的 S 函数归 ■化， 式中的 
dv = dp / 2 ^ y ^,1 p r 是反射后劫量，算出对 j / 的积分⑴及 <5函数>圮得 

jn2 r m 2 

B = -?—\ U (^) r (1 ) 

V〆 J—_ 

如果微忧论的适用条什得到满足，此式即成立，这个条件为 t/a / Kv <^： l , a 为势 
空宽度（见§奶跗注 3), 问时有后--条汁保证了 i ? fp ) 两数的化 
指数性；不然的话， （1) 式的成立闷题尚耑作进一涉的研究 . 

3 - St ； U ) 函数在 J ： = r e 处具有一个斜串间断点时.忒求在淮绖典势空 
垒 m 之上的反射系数， 

解.如杲 t / U ) 函数对实的 aMd 具有某种奇点，则反射系钕主要山该点 
附近的场所决定，并可用微优论形式地加以 tl 算，并不耍求微扰论对所付的^ 
邰 成立； 准经典条件的满足已经足够，我们就得题2的 （1) 式，唯一差别泛入 
射拉子的动玷必坝改成 ^ Or ) 江奇点处的值. 

H 前情形下我们取斜肀叫断点为^ = 0点，因此/!：这点附近耵 

flj [/= —F l 3S^ 怎 < ： 0 时 C/= —F 2 ^- 

心不向丁^.对^进行积 分时， 可在被积涵数屮 U 进一个 HL 尼因了 - e ±; ' 
积出 _ m 再令 a - kj . m 为 

Ji = / rnj}^ iF F }Z 
16pS 


① A\=0B^ 函数 TmS(£；„) 存一个尖点，从尖点出发不讶对止的和负的 r_ : .负 
肛封应于中 ■了 1被重铉係获 J， 函致 值都増长. 
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式巾的 jj 0 -pco). 


§53. 绝热微扰作用下的跃迁 

我们在纟41中已经提到过，在微扰随时间的变化十分缓慢的 
极限情形下，系统自一态到另一态的跃迁几率趋于零.现在束'七 
量地研究这个问题，算出在缓变（绝热）微扰作用下的跃迁几宇 
(几 A. c/laHZiay 1961). 

设系统的喑密顿枭为时间的缓变函数，当 * + 土 m 时趋向一 
定的极限.汴设 &(?, 0和仏（0是由薛定谔方稈片 
解出的木征函数和能量本征值（依赖千时间参量）；由千的时间 
变化具冇绝热性、^和 t 的时间变化也是缓慢的.我们面临的 
问题是，如釆 * — 一 oo 时该系统处丁心态，求 （— 一 od 时系统处千 
某一於2态的儿率 

微扰的缓变性彦味着“跃迁过程”具布很长的持续时间，因而 

作用量的改变 (电积分式一 \ E ( t ) dt 给出)很大.在这个意义上所 

设问题乳有准经典性，所求的几率主要由下列 f = L 愤 确定： 

五 1 d ) =尺2((。）， (53. 1 ) 

I相当子羟典力学屮的“跃迁时刻”（参考 S 52) ;实际上，这样的跃 
迁在经典力学中当然是不可能的，它表现于方程式 （53. 1) 具有复 
根，与此有关，就有必要研究 （ 为复参鼉时在 f = L 点的邻域内 
薛定谔方程之解所具有的特性，在 L 点处两个能量木征值变成 
相等. 

我们将看到,在该点附近本柾函数心将随 i 强烈变化.为 
了求山其关系，我们先令 A, 的线性组合为 < Pl ,< P 2 t 并满足下列 
条件： 

j* i* * 

< p 2 2 dq = 0 , tp ^ dq - 1. (53. 2) 
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n 要适当选择复组介系数 （〖 的函数)，总能做到这一点. a 和^ 
在 i — h 处没冇奇点. 

现在把本征函数写成下列线性组合形式： 

中： a ^< p \ '：- a 2 < P 2^ (53 - 3) 

要注意的是，当“时间” f 为复变量时，由子势能 

疗0)算符[呈 （ ia 4) 形式]仍等于它的转 置算符 但不再厄 

密(彦十/5*). 

把 (53. 3) 式代人薛定谔方程，对该式左乘 A 或然后对 
dq 积分.引人下列纪号： 


Kf ) 队 Aqhdq ， (53. 4) 


考虑到哈密帧 S 的上述性质我们冇"^ = "2!，结果得下列方 


H u a\ -H 12 a 2 = Ea2 V 
H Y1 a Jf 


(53.5) 


这个方程组冇非本解的条件为 U 心一灼 2 // nH ^ 此式之根给出 

了能姑木征低： 

E -~ //^zb^Hildas* (53. 6) 

把它代入 （53. 5) 甙中，得 


^2 
卩1 



(53, 7) 


由 （53.6) 式可知，为使在 f = L 点两个本征値相等，其中的 
或丑 22 在该点应等 于零； 我们假定它是•在正则点，一个 
函数一般讲来随^ 一“而趋于零，因此有 


EW - Eitc ) - -士常 数 xVPh ， (53. 3) 

即万处具有支点.我 们还冇 以 2 〜、’1-“， 故保 n 
点只有一个本征函数 4 i . 
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现在我们 岢到， 所设问题汴形式上完仝类似子卩52中讨论过 
的堅顶反射问题.我们有“对时问为准羟興的波函数，代韩 
了 中讨噔标为准经典的函数，希喂求出 f — 二 co 时波函数中 

的项，而当 t — co 时波函数为 W(t) - ^e-^^\ 
这类似干用+ 00 的透射波求出一 co 的反射波问题.欲求 

的跃迁几率力11作用畺 NO 心是由具有复支 

I 

点的芯(纟）函数的时间积分给出「正如积分中的 p ( x ) 函数良 

有复支点那样],闵此，所考虑的问题.可以通过 （ 复平而上从很女 
负倌到很大 7 H 值的一个积分冋路加以解决， If 如彡52中对 X 复平 
面所作的那样，我们不在这里重复这种推导. 

我们假定咦轴上有 E ^ E U 此时回路必须位+复变景 （ 的 
上半平而（陔处的比 M e - 是增长的）.结果得下列 
公式[赉似千 （52. 2) 式] 

w 2J ^exp^ Tm [ K(l)dt\ (53, 9 j 

其中的积分 衍图以所示 的回路（自左向右）进行. 

在支点之左的回路上有万支点之右的冋路上有 E = A . 
因此可把 （53. 9) 写成 

w 2 \ exp^ 21m f \ (53.10) 

V I I * 

其中的 w 21 = (尽 一 A ) M ， h 为灾 轴丨上 的仟一点； I 点应选 
(53.1) 式的一个复根,此裉位于上半平面内，并使 （53.10) 式中的 
指数幂具冇最小的绝对值①.除了以上自1态盘接跃迂到2态以 
外，还可能冇通过几个屮间态的"跃迁方式”；其几率也可用类似的 

①的河能值中尚顼包含能使及 a ) 成为无穷大之点；对这些点而言 （ a . 9 ) 
式指数前的系数 i 匁 r -1. 
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公武戎出.例如按 1 — 3 — ?的“方式”进行跃迁时， （53. 10) 犬屮的 
积分应改戍以下两个积分之和 

X -31^ , d 

厂 ， u ,- r U 

J ^31 ( i -r I 0)2“ t、 

式中的两个积分上限分別为 私 （；） 以及仏 d AG ) 的两 
个“交点' 以上的积分甙，是采用同时围绕这两个缸交点的一个回 
路后得出的 . 0> 


①连续谱的屮 N 态问题需另行考虑. 
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第八章自 旋 

§ M .自 旋 

经典力学和 M 子力学中，角动显守恒律都是封闭系统空间各 
向同性的结朵，这一点，旱已用角动显和旋转对称性之间的关系论 
述过.但在是子力学中，这个关系 K 有特別深远的意义，它确定了 
角动量这个槪念的基木内容，特別是由于粒子角动量的经典定义 
rxp 在是子力学中不苒具有直校含义，因为位置和动量不能冏时 
测 

我们在卩28屮看到，如果 i 和 m 的值已给定，粒子波函数的 
角部关系就被确定，从而它在旋转下的所有对称性质也被确定. 
这些性质最一般的表述讨归结为波函数存:坐标系转动下的变换规 

多粒子系统的波函数 #11/( 角动量 i 及其分量 W 的讷业已给 
定）只有当坐标系绕 s 轴转动时才能保持不变 A 任何改变 z 轴方 
向的转动，結果都会使角动量2分呈没有定悄.这意味着，在新的 
坐标系中，这个波函数一般变为具有给定 i 值位冇不同3/值的 2 L 
+ 1个函数的叠加（即线性组合）.我们可以说，迸标系转动后, 
21+1个函数变成了它们相互的线性 组合© k 变换规 m 即 
组合系数4坐标轴转动角之叫的函数关系）完全由确定.闶 


① 除了一个不重要的周相因子外， 

② / n 数学术语来说，这 m 函数构成了旋转群的一个不可约表示.得以进行相互 
线性变换的这羾禹数巾的独立函数的 t ■数，称为该次示的维数；并 tilfS 定，这个数在 
阴数组的和互线性变换中不可能冉少， 
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此角动景被賦予量子数的含义，它能对一个系统的各个态按照坐 
标系转动下的变换性质加以分类.角动量概念的这一方面，在是子 
力学中特别重要，闶为它和角部波函数的显示式没有直接的联系; 
不用这些毘示式也能忐出这组函数的相互变换规律. 

我们来考虑一个复合粒子，例如一个原 T 核,它整个地静止井 
且处于苽一确定内部状态中.除了内能外，由子核内粒子的运动， 
它还具有确定的角动贵这个角动量可以有 2 L -\-\ 种不 N 的 
空间取向.因此，3我们考虑这个 k 合粒了-的幣沐运动时，除了 
坐标外，还必须增加一个分立 变显： 它的内部角动蚩在空间某一 
选定方 向上的 投影. 

根据我们对角动遗槪念的 L 述理解，冇災它的起源问题显得 
井不重要.我们可以从中 卩1 结出“内玫”角动量的概念，用以描述 
粒不管这个粒子是“过合”的还是“媒本 H 

闲此，在量子力予屮，铋个基木粒子必须陚予一个与其空间运 
动无关的“内身 r 角动觉.某本粒户的这个性质足 量子 理论中特有 
的（在 n ^ o 的极限下消失），因此/+:原则上不存^经典解释 r >, 

一个粒子的内稟角幼量称为博粒子的自旋，以便 K 别于粒子 
空间运动所产生的凋动 I 所谓轨道角动置③.我们所讲的粒子 
可以是 一个某 本粒了 1，也叶以是某些方面奥似千基本粒子的个 
复合粒 +( 例如一个原 T 核).一个粒子的卩?旋（和轨道角动景一 
样， a 九 为量度单位 ） m s 来 r 表. 

对干有 n 旋的粒子， w 波函数描述其状态时，这个波函数必须 


①洌如,把基本柃子的内柬 角动段 想象为 1 ‘绕&身轴”旋转的结果，这是完仝没 
有忘义的. 

© 电子具冇内琪：^动埜的物 J 1 槪念足 ihG . 3伦 M 克 CUlilenbeck ) 和 S . 高兹 
米特 （ Goudsmit )]: 1925年扯出的 . 1927年 W . 沟利 （ Pauli 把 G 旋引入 显子力 _7: 

中. 


. 
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不但能确定该粒子处 ji 不 N 空问位 :說的几申， 而觅也能确定其 n 
旋几有各种可能取向的几韦.因此 f 这个波函数不伍侬赖下^个 
连续变量，叩粒子的三个坐标，而且还依赖于一个分立的 自旋变 
童， 它给出 D 旋在空帅某一指定方向 G 轴)的投影并取为数有限 
的分立消，我们用^代表这个自旋变 

令 tKx , y ， z ‘，< r ) 为这样的波函数.实质上它代表了对应干不 
同^ 估的一 组不 ㈣ 的坐耘函数；这些函数称为波函数的各个自旋 
分置. 

下列积分 

JlVKa: ， " ， z;<t) \ 2 dV 

确定了粒子具有某个^值的几率.粒子具有江■意的 a 伉并处干 
体积元内的几率为 

dVW' {x, y, ^ ； tr) J 2 . 

置子力学的自旋算符，作用于波函数的自旋变量 o ■上.换句 
话说，它以某种方式把波函数的各个分量进行和互线件变换.这 
个算符的形状将花以后迠立 • m 从最一脸的考 虑很易 知道，算符 
n 、 应该满足和轨道角动总一样的对易条件. 

角动量算符和无限小旋转釕符基本上扣同.在纟 26 中推异 
轨道角动显算符的界体表式时，我们考虑 T 旋转算符作用在一个 
坐标函数 h 所得的结果，在自旋的情形下，这一推异央去意义 ， M 
为自旋贤符不是作用在坐标 K 而是作用在 D 旋变量 上的. K 此， 
为了求得对 M 关系式，我们必须把一般形式的无限小旋转操作希 
作一般的坐标系旋转.如果我们先绕^ 轴博绕 没轴连接进行沔次 
无限小旋转，或若把次序倒过来，先绕沒轴再绕 z 轴，经过直接计 
荈后很品证叨，以上两祌操作结览的差别等子绕=轴的一个无限 
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小旋转（转过的角苽等于绕7轴 和& 轴的两个砖倚的乘枳>.我们 
不推荇进行这种简萆的计算，它的结果仍得逋常的角动量分货 V 
符之 | Vij 的对易关 系式； 由此可见，这 d -对易哭系式对 D 旋算符讲来 
也必 成立： 

{A h * A # A A x * A f A ■ A ^ ^ j ^ v 

.%，- S ',} = t ： i xi - ts i } 切: r ， 〜卜- ■?〜. C ^4 - 1) 

由这个 X 系丈导出的所有物31结论，对內旋也都成立. 

对易关系式 ( 5 4 . 1 ) 能使我们求出所有可能的自旎绝对值和所 
有可能的自旋 分置值 .S 27中导出的所 有结果 [(27.7) - （27. 9 ) 
式]仅仅应用了这个对易 iXT 系式，因此这些 结果 汴这里也能令部适 
別，只耍把上述各式中的 L 换成 s 就可以了.根据 (27. 7) 式 ： fm 
z 分景的本征 m 是递差数为1的一 m 数值.但是我们不能象轨进 
角动: K 的忍分優那样断定这些数值一定都足整数 U 27之初给出 
的推导在这甩不能成立，因为它是以(2 6 . 14) 式的 I 算符为接础 
的，这个袅式只对轨道角动#成立1 

川次，~这奩本征愤具冇[:下限，这两个 上下限 的绝对讥相 
而符号 m 反，我们用 n 表示之的敁太侦和最小 m 之差 u 


必领 1是一个整数或零.因此 s 可取0: +， 1' 音, 


mm . 


故自旋平方的本征伉等于 

(54. 2) 

其中的 * 可以嚴一个整数(包括零）也可以进一个半整数 . s 给定 
后.自旋的〜分 M 可取 is — 1, … ，一心等1个不冋的数値. 
闪此： ia 旋为 s 的粒子波函数具有2^1个分量叭 

宪验表明，大多数的祐本粒子[电子，正电孓，质子，中子1粒 


①出于铒类粒子的 s 是■-个烚2阢故在的 典力学 极限情形下 ( S — K 0 自尥角动 
登 h 趋子妥，讨轨近免劫母讲 书山 T 丨 H 取任蓝沾、这柞的沦讦就央去竞賴 
到经典力学时，&趋于；同时/ . S 向宄穷大，可是朶积 W 仍为佇限 
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子 和所有的起子 （ A , I ：， E )] 具初■^的「1旋.此外，也有些基木粒 

子 O 介子和 f 介子）的自旋等于零. 

一个粒子的总 角动鼠 等干它的轨逍俾动量1加上自旋 I 后 
两个算符作用于函数的不同变盘上 f 当然足彼此对易的.总角动 S : 

j -1 + s (54.3) 

的本征值，与两个不冏粒子的轨道角动量之和一样，决定-丁矢造 
校型”的相加法则 （g 3】）. 这就是说，给定了 〖和 s 以后，总角动赍 
可取、一1,…，丨等值.因此，轨道角动畺 Z 不等千 

零的一个电子(自旋为具有总角动量土? = 0时 d 只 
有一个值 

多粒子系统的总角动貴算符 i 等于毎个粒了-的角动景兑符 'j 
之和，它的本征肫仍用矢量模型法则加以确定.角动置 以衣 

成下列 彤状： 

J = Id L =^ l af s （54.4) 

a a 

其中的 S 可称为该系统的总 自旋， L 可称为该系统的总轨 道角动 
董，我们注意到，如果该系统的总 n 旋为半整数（或揸 数）， 则总角 
动量也是半整数（或整数），因为轨逍角动麗永远是整数.特别足. 
如果该系统是由偶数个同类位子组成的，它的总自旋永远足整数. 
从而它的总帒动量也是整数. 

一个粒+的总角动量算符 i (或一个多粒子系统的/)，和轨 
逍角动量算符或自旋算符满足同样的对易沾则，这个法则是任意 
角动量所应满足的普遍的对易法则.由这个对易法则所异出的角 

动哥矩阵元公式 （27. 13>，对任意的佑动显饼来也都成立，只要这 
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些矩阵 允义 屮该角动 是的本 征态所定义 的. 讨仟盘 矢呈的 矩阵元1 
公式 （29. 7〜 10) 也问样成立（改变扣应的记号）. 

例 题 

白旋为备的粒 子处: +的盔巾，求该自旋在 〆 軸上.的投影取各可 

么 — 

能值的几申，设 〆 轴和^轴的灾角为1 

解.平均后的自旋欠 .『 AsH 然沿 3 他 IL 八:数值把它投 

妯上，求得自旋沿，轴的平均値为⑼ 晃 一方囬，我 in 乂 

=~^~(心一扣_),如巾的 初士为 s ，= 土士■的儿宰，淨虎到试’ + +仿-= U 我(:]行 

J 乙 

u T + — co > t 2 (^/ r 2 ) T u ^ = sin £ {_3/2}- 

§55. 自旋算符 

在本京以后各节中，我们不想讨论波函数与坐标的关系.例 
如， 3 我们讲到坐标系旋后函数 4( a ) 的行为时，我们可以假定 
该粒子处 T 原点，使得它的坐标在旋转中保抟不变，这祥得到的结 
见将标志出6(…函数讨 A 旋变景^而言的行为. 

交覺^和普通变 M (也砬变量）的区別在于它的分立性.一个 
线性算符作用在分立变量。的函数上，所得的最普遍形忒为 

(和 VO ， （55. 1) 

其屮的是一些常数.我们把 y > 放在括号内是为了强调 fr : 它 
后面所跟的自旋宗 r 不是 m 于原函数 t 而足厲于用算符/作用 
后所得的那个函数，嵙易证明，是和按通常规则 （11.5) 所定 
义的算符矩阵 X —致的® 

(11. 5) 屮对屮标的积分现在换成对分立变量求和，所以矩阵 

①注尨 d 1>忒右边矩阵元的下姒次序与 （1 L 11) 式屮的逋咕次序相反 ■ 
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元的定义为 




(55. 2) 


其中 t Or ) 和匕 足算符 L 的本征函数，阐于本征悄 

%;飪个函数对应于一个态，粒子处于此态时具存确定的心值，亦 

即此时波 函数只 有一个分景不等 T 零為 

0 ( c /) =<5 …. - 6^^ (55 + 3) 

L • ■ 

根据 (53*1), 

(Jt 

„ t 


二 YU 

p 

二 f … 

把妃式及0^(幻的崁式代人(55.2)，该式恒得到满足； 证毕. 

由此可见，作 m 于^的函 数丄盼 筇符可以衷成一个 （ :】 ） 行 

—1) 列的矩阵，特别是 [：] 旋算符本身，作用在波函数丄后> 按 
(55. 1> 有 

(s^) (o-) =-- y]^ ri ^(_o f ). (55. 1) 

tr f 

按照卩 54 末段所述，炬阵心与§ 27所得的矩阵 L,, L,. 4 
柑同，只是把肀母△和 M 改成 S 和 A 


( S z) ff S cr-l ^ j-S. c/ - ■ 

O 丄,「「… （5 丄 — 1,，二 


■ V " (万 -|- <7) ——J -「1 ) ， 


■ 2 V 7 (S i C 7) (S — £/ 卜 1) ， 


(55,5) 


1 更明趴1地说.我们应 H 『 J . 成 

… r 丨 〔cf } : - ^jd^j L cr * 

d 中略么 ■ j ■坐标冈了 -. 在那 fUfm . 

段们必浈再一次强闽^的恃定本征■迫心: f 」- 别 r 独立戈 So . 
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这就确定了幻旋 .PH 


在0旋为1 


2 V 2 ， 
行两列的，具葙形式 


a = 


D 的 a 要情形下，这^矩阵显沔 


S = T 〜 


(55. 6) 


其屮① 


^(1 1 } ^ = (1 


人 


0 




0 一 1 


(55 - 7) 


这咚矩阵称为泡利矩阵.矩阵&= 确是对角的，因为它坫用 


L 本穿的本征函数组來定义的© 

下而楚泡利矩阵的一些特殊性质.把 (55. 7) 中的矩阵直接扣 
乘，得下列方程： 

A A _ '九 AA - A A ， - A f (ij 。* 

</ ， J z = ia\ ": O^OV U7 。 (T 〆 / > :-- 丨 CTy y 

由上式及一椏对易规则 （54.1) ，得 

十 =- 2(5, H (55. 9) 

亦即泡利矩阵彼此反对爵.裉椐以上诸式，不难验 订 / F 列有 H :! 的 


① （H 7) 屮所列的矩阵，行和列都按^的直编号 t 托故对:于圯阵元的箔一个 

脚‘列敢则对应子第二个脚标 t F 1 前怙形 _ K ， 这些编9数为 — I . (5 ：,..^ 找 

•— ^ 

氺的算符、其怍川婭把矩阵的冶 d ' 柒以 ih 眩函玫各个分黾羾 m 一个沔 矩阵： 

h ({) 

、 H - -? 

⑨ . m 同一宇母代表 n 旋分虽和泡利矩阼.不会发生氾 m . 因为后者总是带 ：I 

、 n 



川 • 



公式: 


二3， (&*a) (a*b) ^ a*b-I ia -ax b. (55. 10) 
式中的 a 和 b 适任意矢按照上列诸式，由矩阵心组成的任 
意标量多项式，都可以化简成-个与$无关的项以及 G 的线性项: 
因此， &算符的任意标景函数都可化成一个线性函数（见题 1) .谅 

后，泡利矩阵及其乘 m 的迹(对角元素之和）为 

trcr,r = 0，tr<T,rcr t 二2(3士 (55, 11 } 

氺京的以后几节：将对波函数的自旋性质，包桮在唯标系忏这 
旋转下的行为，进行详细的 讨论， 但是我们可以立 M 吞出波函数的 
一种®要性质，即绕 s 轴转动下它们的行为， 

假定绕2轴转劫无限小角3众这种转动的算符.可通过角动 
最算符 （ it 饰情形下站 n 旋算符）表成因此，作为料■动 
的结果，函数组 0(a) 变成 々（a) 40(a), 其中 

d 攸 ex') i64i d (< t ) — icnp {( t ')S4 i 7 
把 ! d ^ iaij { a ) 并进行枳分，我们发现转过有 

限角4时 00) 变成 

f’O) = VKo0e‘〜+ (55. 12) 

特别是转过角后 ,0( a) 要乘以因了- P 这个因 T 对听 ★ 

的 c 而官都足一样机它等千（一 l) 2s (2<r 和的宇称永远相 同）. 

由此可见，2坐标系绕轴旋转一整周以后，自旋芳整数的粒 T 波蛐 

数 M 到原倍 t 而 D 旋为半整数的粒子波函数要变一符号. 

\ 

例 题 

1- 试把标的任意函数化成对泡利矩沛为找性的另一个函 


① a ) 〜 ( M . 10) 右边 j G 无关之坝，当然应该理解成为朵 K 一八內 H 两 M 

单位矩阵. 
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解-为了确定所求公式屮的 系數. 我 fnn : 疗到* 
丐取2 ■ b 的方向时， «+ b - a 的丰 fm/j a - Mb 、 nn /^+ b - a-frj 
相应木怔伉为 ha 士 ㈠ .从 m 出 

A = ^ r J ^ a ^ b }^ j ( a - b )- j , B - { h / 2h )[ f ( a ^ b ) -/( o —&)' 

2* 旋为 I 的两个粒了处千 Ski+h 舁丫 ：3 •定 莳（0戍 V) 的志屮 i 求标 

积 Sl %的数:悄. 

解.按一胶公式 （3:. 3)( 这个公式对任意两个角动量的相加成立） ，我们 

: iH s ^-^ = 丄 ： S = ■) 时 s , - s 5 = 一- —. 

4 4 

夂^灯符（自肫 f(U 为【£竞）的各次褅屮哪些；线性浊立的？ 

解.甶^ 及坊 所打圻能乍沉値之裝组成的下列筇 n 

(s^ — s) ( s : —— s-h 1) — ( s - + a ) 

作用; Hr ： 1 波函数[:等干零.敁这个算符本身等于零.由此可 1(：^ 户 +1 可 
以通过 t 算於的较肢次的乘.摇崁出，因此 U 冇]沔以的乘幂是线性 J ;_ V : 
的. 


§站.旋 置 


自旋为零时，波函数只有--个分墙 權， 用 D 旋算符作 ffl 后 
变 成零： c . am 无限小旋转筧符之间的关系说明，自旋为零 
的粒子波函数在坐标系转动 F 是不变的，也就足说它是-个棕 軋 


自旋为 +的粒 子波函数具冇两个分量， 



以后推广方便计，我扪分别用上指标1和2来区别这两个分是.这 
个 JV 私两个分 盪的贷 







(56.]> 
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称为一个旋量. 

坐标系的仟盘转动巾 ，旋量 妁分; y ； 作线 

jj) [{ ■ j &V , 2 ， f =:cif，' (GG. 2) 

上式可巧成 

/■■ ' f u h 

s 

此中 t ) 是变换矩阵①.它的矩阵元 般足 坐砧轴转角的复函数. 

这邱矩阵元之间存作费一些关系 ， 这些关系 R 技來「彳旋 i 作为粒 

子波函数所加的物理条件. 

我们來者虑双线性喟 

d 乂 H (56. 4) 

其中 W 和 P 坫两个旋造.鉍尚哝 imm^n 

O r ，- 也 1 ’ 小、 ' … （ad --- be ■){、 吩、小 2 — 中 2 小、） 、 

亦即坐标系转动后：（沾. 4 )式变成它 n 身， m 女 in 冇一个译数交 
成 n 身 1 这个函数就可看作 u 旋为劣 • pu 它必是一个标 ii : 乜铣 

是说，不管啭棕系怎样转动，这个函数必浈保持不变. 祕 i h 

ad - be = l r CoG . 5 ) 

即变换矩阵的行列成等于 1 .② 

进一步的戈系來冉对下式的 要求： 

沪 V 1 * '卜 W - ( S 6, 6) 

此忒确定了空 N 某一给定点找到粒子的儿率，它应是-个标 Hl 
使一组读的樓量平方之和保持不变的变换+足一个么正变换， 闪此 
必布斤「 (见 §12 ).按条件( 56 .5).逆矩阵为 



：0 AUI . I 矩阵 f 的 行朵以 列心 

% :^杼 两个 7.1 Y 」 变 换跖为 二元安换. 
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把它和 卜1 列厄米共轭矩阵等间 起来： 

b - w d-r 

得到 

ab 二 一 c *, (56. 7^ 

鉴于荧系式（沉 . 5 ) 和 d 7)， iM , rf 四个 k 货 中实陆上只含 
二个 独立的实参量，对 W 十定义 H 维坐标系转动所盂的三个负度. 

比较 （ M . 4) 和 （36. 6) 两个标茕忒，可知炉 h 和 f #必须分别 
地按#和於 1 的规汴变换.应用 （5(3. 5) 和 （56+ 7) 很易验证这 

■占① 

^ I P > ■ 

旋借 代数 可以忐成类似十张呈代数的形式.为此，除 了逆变 
分量俨外（具葙丄指紜) ， 述引入下忒定义的协变分置(具疔下 
指 feh 

中 I :::寸 ,2 ’ 伞2二 — (56, 8) 

两个旋 V 〔的不变没组合犬 d 还可以 S 成标积形 式： 

i /-^ - - ij }'6.. 、4，'4^ - 4 >x <^ 2 — i > 2 4> { ' (56. 9) 

和张婧代數一柞，今后凡在间-项中茧踅出现 M —指祕者，就麟 
待对该指 鉍求和(叠 标）.在旋 iH 欠数中， 我们应 该记任下列祕则. 
报据 

—■ iph .-: ^ z < f > 2 ― W ' i 4~ ■ — ■- 十々 • 

故 

-- —氺人4>'.- (56, 10) 

由此4知任一旋贽和它「1 d 的标积， T 苓： 

① 3个性防 1 时 M a 浪对詞:怜咨 i.. 1 」 屮戕.宕者 v a ^ 1 ^ ' 迫括把浪 A 玫改哫它 

的复共 i 时间反 ® 下，角动為此!;: ] ^(去)和士)的 k 

it 轭函数必然 JV 有6旋役#分別为-^1; 些公垃的忭 I 
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= (5 G . 11) 

稂据的 ur 论 ，九和 ■^像和那样地变换川 n 

仏二 (fin ( 56 . 12 ) 


乘积 也可 写作带冇转置矩阵的由 于亡力 么正，我们 


-tiU * = f 、故 K 1 ) ;，或① 

jj} ? -- (^ T V) xt (S6. 13 ) 

仿照通常张蛩代数屮从矢量过波到张最的情形，我们也可以 
引进高秩旋置的溉念.如果-是具有四个分量，它们桉两个一 
秩旋量的分 _ KL 乘枳 仲 的规律变换，则这个量称为二秩旋量.除 
r 逆变分最1/，外，坯可以考虑协变分量和混合分景0/,它 
们分别按乘积也之和 ♦少 的变换规律变换.任意秩旋量都可用 
同法定义. 


旋贷的逆变分最和协变分量的相互变换可写成 

fU ， 


咒中 


{ 0 

(9 aJ -- (0( 1 

V 一 j 



为'维矢显空间中的度规旋置.例如，我们冇 


(56. 14) 


(56.15) 


Hh >i= ^ /^ = UpW ， 

因此有 Vm = — 01 1 = - f 1 ， tn ：T - V ， 22 等等. 

7,, 本身构成一个二秧反对称黾位旋显.容易看出它的各分 
量值 作坐 标系变换下保持不变 T 阡有 

扎 fT v =^V’ （ 56.16) 

J f 、 : 中乃/= <5 2 2 = 1, (5；- 1 = (5 j 2 = 0, 

和通常的张量代数一样，旋量代数中也有两种基本运算 法则： 


巾记号 i>u( i'^£ f 的左侧 ） 代戎分作为一行乘以矩阵 r 的 R 


* 2^9 * 



乘法、以及对一对指标的短缩.两个旋量相乘给出一个更高秩心 
旋贷：例如由'秧旋是和三秩旋量 W <以组成一个五秩旋 
货 ■ 1 对衍标的短缩（即对 ‘ 个协变指标和一个逆变指 t 

h 

的各个分贷求和）使•个旋 设降低 构秩.例如讫 jaw 〃对指你^ 
和 v 的短缩给出三秩旋 k 的妞缩给出标量 0 /这 n 

有一条规则和 （56. 10) 式丧明的规则相 f 以：如果我们把 被短缩的 
两个指标上下对调一下，该旋晟就变一符 5( 即 H tR ^ 
送一规则 ：如有 一旋量对某构个指标是財称的 T .对这两 个指标 缩 
的坫 果就等于霉,因此，对一个两秩对称旋姑 I ,讲来,我们冇 
心.= 0. 

-个《秩旋 M 如旲対它的所有指标都是对称的 f 刖称为对称 
旋量.从非对称旋量出发 ， 可以通过对称化手续造出一个对称旋 
错，这种对称化手绕，就是把所有指标进行各种可能的对换，然后 
把所得的分量全部相加起来.如上所述，从一个对称旋足的分盘 
出发…能（通过短缩）造出 更 低秩的旋觉. 

只冇二秩旋 S 可以对它的所有指标反对称.因为毎一个指悴 
只能取网个攸，在二个或更多个指杞中，最少冇两个指标必然会取 
和同的数从而使该（全反对称）旋量的各个分量都恒等于零，任 
意一个二秧反对称旋 ft 等于一个黾位旋贷 I ,乘上一个校量.裉 
据上述理由，我们可得下列关 系式： 

= ( 56 . 17 ) 

(其 中的心 是任一旋景），这是因为式左的表式是一个三秩反对称 
旋量(我们很易验证）. 

如果一个旋董等于旋跫么，的自乘，对其中的一对指标短缩 
后，另一对指标就成为反对 称的： 

K=-U 

如上所述，这个旋觉应该等于旋乘上一个标量.这个标 M 
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闲 F 应该这梓朿确定，使得对另一对指标再短缩后能够以到1卜_确 
的结果，按 此有： 

n : - (56. is ： 

旋量 tu ：- 的各个分_景足 v %._ .的复共轭量，它按逆变旋锖 V — 
的各个分_發变换，反之亦然、 fr : 一旋景的各个分景的模岢 f - 
方之和是一个不变霞. 

§57. 具有任意自旋的粒子波函数 

纯形式地讲过任盘秩的旋量 R 数以后，现在可以转入下一个 
问题：研究几有仟意自旋的 a 了波函数的性质. 

这个问题最好通过自旋为一组粒+來考虑.总自旋$分 

景的最大 " j 能值是这是 山丁对 每个 粒了都 有 s s = i -\ mi \'： 

结果（亦即所冇粒子的 d 旋郤取同一方向，沿^轴）.在这种情形 
下，我们可以明确地说该系统的总自旋 s 也等〒 

这时,这个多粒子系统的波函数 VKn ， ％…，^),除了 

Y ， …, 分最外，其它的分量都等了# . 如果把这个波函数写成 

n 个旋量的乘积形式 f 於 .' 式中的毎个旋 墻隶厲 于其中的一个 
粒子，那么，铤个旋量中只省九 A …=1的分量不等十零.闽此只 
冇 PV 1 …乘积不等于岑.所冇这些朵积的集合组成一个《秩旋 
量，并 J 1 对所有的指标对称.如粜变涣吔标系（使得各个粒子的白 
旋不再沿 s 轴） f 我们就可以得到 •个 对称性 b 以前相同伹典存普 
遍形式的〃秩旋显. 

波函数的 “ ^旋”性质，灾质上就足这组波函数对來杞系的旋 
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较而肖所 il 布的性质，这种性质对十 U 旋为 s 的一个粒子，以及对 
-^ n ^- 2s 个自旋力 j 的粒 = f 所组成的总自旋为 s 的一个多粒 P 系 

统，都迠一样的.因此得出结'屯 f 彳旋为 6 的一个粒子，屯的波兩 

数及一个 B = 2 s 秩的对称旋 "^ C . 

弈爵证明，一个2 s 佚对称旋独立分 ) i 数磺下 2 s …1 ■ 
闽 Xr 〜个指标力 1 ，岑个指姑为2的邵些分墩是相冋的； 2 s - J 个 
指敁为1冇一个指标为2 的那些 分货也足相 h 的 t 以此拟抿 ii 到 

有 W 个指祕为1有 23 1、指标为 2 为 [ 匕 

从数学上讲，各种对称碇盆榲《了一种分炎//案.用以反分吧 
砬系旋转 IN ' —组贷可能具冇的各种变换方式.如果钉以: 1 个+ 
冋的.培:，变换成先它们之叫的线性组合（同时这组 S : 不管怎样池进 
行线性组合，其总数再也不能减少)，则可断宫，它们的变换规律等 
同〗.一个 2 s 秩对称旋】 ft 的分 m 的变换规律 X . 任意一绲任这数目 
的确数，当坐栋系旋转后如泯变换成为它们之间的汶性把合，这组. 
函数就可化成（经过适当的线性变换后）一个或几个对称货 

闽此 -- 个 n 秩任迮旋 R … n JDf 七戍"株、《 — 2秩、 n -4 
秩 ... 的付称旋 M， 其实阮步骤如下.把旋觉0—…对所有的指极对 
称化，可以组成一个 w 袂对称旋斌.其次，原来的旋量…中任 
选一对指标加以短缩，可得凡有…等瑕式的各种 n — 2 腿 
量，再把这毕旋量分別对称化后，得到许 pn -2 秩对祢旋: y：. 
V~/.. 中把两对指标短縮后，再把所得旋置对祢化，即得各种 《 — 4 
秩对称旋 M, 如此类推. 

我 n 再来确立以秩対称 旋站 :的各个分量与& -1个函数 
0 (CT) 之间的关系（其中的 o 二 -s , <s — 1,…，一 S). T 列分量 


①換句活说，各种4弥旋 W 构成 丫旋蚪 群的备种+可约表示（见彡⑽） ■ 



5 - rr 


U ] 22-2 

中，有 s 4 tr 个指榀％ 1 ， 'M s — cr 个棺标为2，它所对应的自旋 
? r \ z 轴的投髟情为 < T . 次际上，如果我们冉考虑« = 2^个自旋为 

+的 粒子所组成的一个系统，来代替自旋为 S 的一个粒子，则上述 
分量和当于下列 乘积： 

a + cr 5 — » 

丨丨 ■ ■■ A ■ —~ _ L m ■-• ^ 

." fp 2 …； 

这个乘积 隶厲于 这样的一个态，其中冇 s + 〃 个粒+具有自旋投 
影+ tis - a 个粒子具冇自旋投影 一+ 故4!；总投影为 + ( T ) 


~ l ~( s - a )= a r 最后，选择上述旋量分量和 0(1) 函数的比例系 
纹,使得下式能够 成立： 


•6 2 

S IV^(^)l 2 = S (57. 1) 

这个和应是一个标量，因为它等 F 粒子在空闽某-给定点几率. 
在上式右边的求和屮 ， G + W 个指标都等子1的分量共有 


(2 g ) I 

(S + ( T ) I (s — a ) 1 

个.由此可见，函数 VKa ) 和 旋垃分 量间的哭系为 


0 ⑻〜 

(57. 2) 式不01保证满足条件 (57. 1)， 
列览普遍的 条件： 


11-1 22-2 
+ CT 


(57*2) 


而 J 1 容易 i 正明还满足 K 


设 — ■■二 2 ^( —D 卜 K f / ) 史（一 a )， （ 57 - 3 ) 

0 
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其中的 0 —和.是两个不同的冏秩旋量，而 vKcX ( p ( o ) ^ 
(57. 2) 式由这咚旋_發所导出的函数， （一 1 ) ^因子的來源是 Hi 十 - 
当我们把上述旋量分1的指标金部上升后，符号的变更次数等 f 
其中取愤力2的指标数. 

<55, 5) 式确 定了自旋算符作用于波函数 VKd 上所得的结果. 
不难求出这些算符作用 f 具冇 心秩旋 显形式的-个波函数[二所 


nmm , 对自旋为+的情敢讲来.函数<香)，等 n 


i 的分请 裉据 (55. 6 ) 和 （55. 7) 式， B 旋总符作用在这挂 
分量上 的結果 为 


( s ^ v ^ 



(八 0)' 二 - dv ，) 1 -' 炉、 


(57. 4) 

< Jz^y = y^ lf (心化 -+ W 1 ， （4) 2: =-+沴、 


为了过渡 到任迕 0旋的一般情形，我们再考虑 h 个13旋为 
j 的粒子所组成的一个系统,并把它的波函数写成 h 个旋量的乘 

积.该系统的自旋算符等于每个粒子的白旋箅符之和，镝个粒 P 
的0旋算符只作用丁该粒子的旋 M 上，作用的結果由（ 57 . 4 )式给 
出.经过以上的考虑后，我们再阿到任意对称旋窜:的 m 形，即 m 到 
自旋为 s 的一个粒子的波函数情形,就可得下列 公式： 

5+r/ B — <r fi + f—1 ,1— d?+l 汽十 <rH~l5 — cr-1 



O %0) 


■B 冬 t S - 
!：■ _ 22 . 


, S 丁 <J f 

»—— 2 ——妒 


S + <7 — 1 
：1- 


i? 


+ 1 


■f + fr +1 S — iJ — 


22 


改二 2 

一互— 


♦ 


11 - 


21 


, c _f cr ^ cr 




22' 


(7 0 


■■? -r o 1 S — <r 


tl '- 22 - 


(57. 5) 
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到口前为止，我们把基本粒 f 内禀角汕适的波函数弥为啶茕. 
何从 纯形式的观点看来，一个单粒子的内旋角动量，和忽略内部结 
构的任一系统作为一个整体所 _ K -冇的总角动量，两者没有什么区 
别.间此很明] iiL 空间旋转 F 旋最的变换性质对总角动蛩为的 
一 个粒子 或粒子系统的波函数冋样适用，与所考虑的足 fi b 定 
还是紈道角动 M 疋戈.本征函数^>在坐标系转动下的变换规律 
! J 2j 秩对称旋贵的分是变换规律之间，必然存作若-•定的关系 
建立这种关系 I 叶，应该明确地区别波函数版赖 Tfft 动贷投影 
m 的两个不 M 方 M (3 为给定时).可以把波函数苕作各种不 

问阬的儿串振喃，也可以把它费作具奋给定 m 侪的木征闽数， 

以[:两个方而 a 们已在 g 邱之初提过，存:那甩硏究了 v 夂算 
符的本征值相对应的“本征函数 . 两若的数学民别特 

別明显地去现在 n 旋为3二各的粒了的例子中.这种佶形下的 d 


旋涵数对变量^而^是一个一秩逆变旋景，也就迠应该用旋垠记 
吁写成&~因而对 w 而身它足一个协变旋量. 

这种情况 W . 然具有普遍性：仿效 (57. 2) 式，本征闲数 V 、可 
化成 ^秩 协变对称旋显的冇关分显❽ 


t 




_ i2j )\ _ 

(j r - m ) 1 (j — m ) 1 


垆 11-」. 22- 


J + ^ j - 


(57. 6) 


角动量 j 为整数的本征函数就是球谐函數特別足 j 二1 


①这一结果也 w 用另一方式异出.如果把角动呈为 j 的粒子态的 a 函数 t 对 
本征函数组 展开： 0 = 则系数为 f l »_ UW 〔的几_捩幅.在这个窓 

义下.它们对应 T - 自旋波函数 的“分 量”少 ul 从而给 m 其变换规律 h 另- nv ■在 
空间某点之值4所选的_十标系无关，亦叩和 y 乂 〆 > 足一个如虽. - h j (^- s ) 式的私 

m 

a 敁按; .—1) 厂 、 a 变 怏， 
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的重蟹情彤，三个球谐函数 Fh 为 


K - - 


V 


ro = 


ru ± l = sin 6 e iif - Oh 土 i 〜) 


这里 n 为待欠方向的单位矢量.忐明，以上三个函数就其变 
换性质讲柒，和-个矢最 a 的下列三个分镒相5: 


^10' <， 垆11 二—— ^u-i = -7^ (^ - i ^) 


x /1 


；7 T 


(57.7； 


将 IH: 式与 （57. G) 忒比较，叮知一个二秩对称旋 M 的各个分贵 W 按 
下式农为某一先觅的分景 


h 二 一/'，、' ‘ = 一 


(57. B) 




^ " = 7 T 


(a 厂化） ， 寸 2V - ^(a^-l-ia,). 

v ^ 

(57-9) 


反之^ 有 


a，i v ’T 妒 12 ,〜 - ^^( i } n —^ n ), a 9 -^=(\ j ) nj r ^ T ). 


(57 JC) 


很易股证，在这样的定义下我们苻下列 等式: 


化，二 hb . (57. 11) 

艽中的 a 和1>为对应于对称旋适 Til ^ 的矢量.不难验 Hi . K 
列旋跫对应下下列矢 帒®: 


①一个 y 柃旋品合分眭可以写浚#形又，不必 m 分¥ 〆 ,」和心人 
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Sk/Taxb- (57. 12 ： 

(57. 10) 式可用泡利矩阵缩写成 

式中6的矩阵指标写成上指标与下指标的形式，与沢的旋量指 
标位置相対应.上式的來源 容易通 过一个特例来理解，即把二找 

旋量 W 取作…秩旋置，和复共轭旋置^^的乘积，于是 

就是(波函数为^的粒子的）自旋平均值，它显然是一个矢 M :. 
(57. 8) 或 (57. 9) 式是下列普遍规则的一个特殊 情形： 一切 2 ./ 
偶秩对称旋量，当 ） 为整数时可以化成-个 i 秩对称张景，并 
张量在 rr : 意两个指标短缩后等千零；这种张 M 我们称为不可约张 

置. 

这一结论也可以从下列事实看出，我们通过简单的验算 . 不难 
证明这样的旋景和张匱具冇同样的独立分哿数〔等十 2/--1 VT . 如 
果把所研究的旋显看怍棠呰二秧旋篮的乘积，并把坷研究的化-莆 
看作某抶 矢量的 乘积，则旋量与张量之间的分鼂羌系皮就可通过 
(57. 8) 到 （57. 10) 式导 M 1. 


♦ % V ， 





(57. 1 


例 m 


h 改写(37.4)式 5 把丼中自旋1/2的算符闬矢的旋跃分垃表 UV 
獬.根据 (57.9) 式，可以迚立矢货§和旋垃 P 〃问的关系.定义 （WNj 
可改写成 


2, 


P 卞= $_ 


2 


(中乂 ga +味… • 


京 A 旋算符作用丁 (5 旋为 1 的粒下矢垦波函数 t 所得的公式. 


①从敎 a 方 Iff ? 讲来，一个秩不可约张设 （ i 为锫数）的 2 j + l 个分 2) + 1 个 
r jm trn ^ 以及以 秧对#旋 i : 的 2 j-hi 个公; Eit 都沿出旋转辟的问一个不可妁表 
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解 + 矢婧闲数 V 的分量与旋诠分馑垆〜间的龙系已由 d 9>式给出按 
a 5) 式得 

I 垆 — f +t H 二 $-' 

\ ^ 1 h mia 叔 

if r . 

邛命内公式可把上武中的 A 诸指标循环泣换仿得 到1 这些公式可合并 

成下列形式 

复夂 av 可写成屮形式，其屮的 II 和 v 为实矢是.込气选 
择周相《叮使它 fn 祁互正交. it 和 v 所确定的平面具冇这样的性质，使行自 
旋沿^乎而法找方向的投影值只能 ^ n 1 土 i . 


§ 58 -有限转动算符 


现在四到旋贽的变换问题，说明怎样用坐标轴的转角典体衷 
出它的变换系数. 

根据南动贵算符 ( Fi 前倩形下是[^旋算符)的定义 J -: i 咖4 
就是绕指定方向 11( 艰位矢量）转动角的益符.把它应川到幻 


旋为 f 的粒子波函数亦即一 秧旋量 0么 


该算符中必须令$〜1 



绕同一方向转动冇限角4的转动算符和应地由下式;给出 [参考 
(15. 13) 式] 


LL —e_xDi 


2 



(58* 1) 


和沲利矩阵的任怠函数一样 （ m 彡阳例题1)，上式可化成泡利矩 
阵的线性式： 



例如，绕子轴转动时， 



ta^in - ~<p 


(58, 2) 
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这意味葑旋 M 的两个 分贷在 这样的转动下按下式 交换： 

特別足，转动 2 :角，旋跫的分鼠郡变分;任盘钎数秩的旋贷因而 

也冇这个性质（参考§ W 宋尾）. 

同样，我们也能求出浇^轴成 V 轴转动4角的变换 矩阵： 


rtC ^) 



fJM 



cos 


6 


2 _ 


一 Sl I ] — 



s in 



'.OS 


2 




(5S. 4) 


我们可注盘绕 Y 轴转 v 角的特軋对此，有 


0" = 0 2 , V ， 2 




印 


^p v 二 妒 1 ， ^ r — ^2* (5S* 5) 

现在不难写出坐标轴任意转动的变換矩阼，把它表为确定钙 
动的欧勒角的函数. 

一个由欧勒角％ A v 定义的也标韩的转动， H 分三步完成 
U) 先绕 Z 轴转 a 角 (O^a^a.Tj (2) 苒绕新位 H 的 g 轴(图 2 0中 
的线，称为 节线 ）_ fu(0<p<7t) ， (3) 沿后绕/軸轴的 
袋终位迓）转 V ffl(0<V<2jr)CD. 


① * 和系永远力心芋屯标系， - fi： 角和巧轴方向 M 心手蜾斿关系， 

此处的欧别帘 C_F^IV7J 孕中常用内冶一⑤《力 w 定义 D 不 M 在于第 

二次转动视江个是结^轴，负扣第一卷《力 A _:_ M ] fi ^ v 

M (^ P 不代衣球敁角〕间的为系为十 -^, G :-& v : = v - v - T - 

a £k 



罔 2 Q 


w 然 . a 和 P 用忒足新，轴相对 ta 夕，3三轴妁球极 fr ; 6和 


0： a - U --- 0. 

f ::坐标轴的上述转动相应，飪个变换蚯 阵等 r 乂 38- 3) 和 (58. 4) 
武的=_::个矩奸.的乘枳： 

Via ， f^r ) 二 UAv)O s W)V :{<£)， 

这些矩祚相乘后，我们煅后得 


t Y )/2 


V ( a , v ) 




■⑽ 


\_—^3 -e 一)" 


■* — l *' «3 — V 5/2 

siti-—-c 

2 


C 05 


■技 


. (58. 6) 


2 


e 


ia - V )/2 


祀据 定义，商秩旋泣可咹■佚旋費的 分设乘 miii 行变换,但是 
在物咫应用中+我们感％趣的不迠旋 S : 么旮的负换规律，而足波函 

數 0 : m + 

令函致组 1 Uj " “■ j , j 一 1 ，… f — j ) 描述 /u 必 liK 冇定1点 J ■的 
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—个态， ffl 的忌叫 2 难标系，非令描述同…个态但用 〆〆 / 
轴；前苫的 m 是 j 2 的悚，后者的 W 迅 jy 的值.这两羾函数呈线 
性关系，我们把它写成下列 形式： 

(5凡 7) 

系数叱必对‘和 m 而言组成一个 2 j - 1 维矩阵，称为有限转动 
矩阵汐' 它的矩阵元是 〆 轴相对子哗^轴转动的欧勒炻心 
於，V 的函数. 

有限转动矩阵可以通过函数心 m 的旋量表乐构选出来. J = l 


时，两个函数 ( m - 上|)构成一秩防变旋觉.按(印 ■ 13)，从 

~2^ ^ 


到的变換沿由 （ 5 s . 0式的矩阵疒实现，故①其 
姖阵元可写成 


其中 d 的值见 下表: 




c o.s 


2 




sin 


2 





(58* 8) 


对任总的）槪，函数组与巧秧对称协变旋鼋分量的关系 

见 （57. 6) 式，2 j 秩旋置分量的变换矩阵就足 2 j 个矩阵的 
乘积，其中的轺个矩阵作用-个旋置指标匕把这个乘积乘出 


①注意 （ w .7) 中的矩陴指标：它相当于 m 排成的行去渠圯阵的列 

<5 S . 7 Vpt 丁写成 =(少）/?」)）"，与 （5 H 3) 式一致. 
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来，井 ij 回到…得到下列变换 矩哞： 

V ).二 (58. 9) 

函数也仏03)为① 


其中 


d (/0 


= ~(j i m f ) 1 (j—rn r ) 1 
— (j^-m) l (j —m) I 

X(sin|) 产，」， 1 *， ⑽ 0 )， 



H-ni 


(58. 10) 


p \ n ⑽阶二■: 





[(1 —⑶ s 卢 rH(i + cos ⑺卜”] (53, 11) 

\ct cosp / 

称力雅可俾多项式 ©. 我们注盘到 

n o &, (- co ^ y ?) =(— l ) n n & ' fl ' Ccos ^), (58. 12) 

函数似 L 具冇一系列对称性质，这可从 （ m ) 和⑶. 12)^ 
迁出，但宜接从转动变换系数的定义出发去求，比较简单. 

矩阵/)、”是么正的，它是转动变换矩阵，由于扒 r ) 转动的 

逆变换是（一 V ， 一 A -«) ? 对实矩阵就有 K 列 关系： 

抑 U -(53. 13) 

下列各式也都成立： 

--■ d ' U \ (58. 14) 

仏⑻ = (H〆 一 j 

d 丌)= ( H〆 一 1 (58. 15) 

(0) ^ J 


① 计算见 A + R . Edmondi Angular Momentum in Quantum Mechanicf 
Princeton , 1 G 57. ( MD 的几/«定义和 Edmonds 书上采用的不 M 之处 i 在 T _ 对換 
了 u 和 V . 本 R 的; i ' 义&处11过程中显得更 C 1 然一些. 

② 关于这种多项式和超儿何级数的关系.见数学附录& e 的 (. e . iL ) 式. 
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j 二去时，山 (58. fO 式知以 UhUil 然成立;推广到任怠的 J 时， 

mi 迮换矩阵的上述构造方法，<知以上诺式成立. 

转动讨用7角和 一 P 允两 个扣缎转动来完成： 

7 rJf 

=(— l ) 厂 iLm 

A 利 ^(58. 13)忒吋得 

⑷丛 GT — m = ( — lV- fn Vdv(/0. (58. 16) 

岱问一轴转动两次，与转角 的光 后次序无 X . 先 砖一戸角 冉转1 
A 将彳那 d —结果.把此坫果与 （W. ]6)又比较，得到 

d\m ( — imj )- (5 a . 17) 

rtl (58. 17)，（58, 14) 和 （58. 13) 可得 

K 3 ) = (- i )-^-^ u ^(^) = (― i ) v - v 3 U -. 卢 ）. （58」幻 
m \]( 5 s . 〗3)，到 （58. is ) 诸忒.孜 m 可以诂出令矩阵元汉“的 
各种对你性质.特别足，对.兒共轭函数有 

^ V ) = D ^， U ( — a , p } — y ) 

=(-1 ) 〆 _ ，_ m (A /?， v ). (58, 19) 

从数学上讲，矩阵和 > 给出 f 旋转群的 2 j + l 维不可约么正 
表乐 （ E 后而§ 9 S ). 闶此有正芡 哭系： 

_-:$(«』， V )收 k (④ W «， 

(58. 20) 

其中 dr ^~ sin ^ dad 0 dy . 

函数组对下标 m 和 m' 的正交性为因 f d ma+mMO 所保证；对 
指标 i 的交性来 fl 对此，布 

[:极 ⑻级⑻ .如 in 师- (58.2” 
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脇为参考 h% 我们绐出參沿 k 点恃咮 m 的儿个数 
的表式 . 对我们冇 




m = 1 

-^-(1 -： cos/f) 

一 — s \ n 0 
V 2 

4-(1 一 cos^) 


0 

■v L 
cos /? 

—— 戶 
-v ^ 


—1 

备 (1」. CO^I 
〜. ^ 

-^-(l + oo ^： 
(58. 22) 


对整数 ; 和 m r =0 T 由 （5& 10) 和 （58. 11) 式得 
d (^} = (- i ) 乂 v (办) =(—1 r (⑽我 

’ (t - - m ) 1 

(53. 23) 


此式的推导容易从原定义 （58. 7) 式舒出 . 我们把 （5 S . 7) 右边的 
0 〆 的俾指定给3轴，此轴上有（对 j = G 





(58. 21) 


忒左的就总球谐函数 UP W ， J (: 球圾三％ 0 = f 给出 
^轴的方将 （53, 24) 代入（58_ 7) 人，得 

Y lm ( p y a )^. (58. 25) 


t : 式等同于 （58. 23) 忒. 

最后，列出 m 成‘ 炅有袋 大可能 m 时的兩数 表式： 

d 卿）二 （一 \yig 

= ... _ (2 £> L _ J_8sin j - t：) l J], 

SJ I ^01 U' - 川）】」 2 2 


(58* 2 C j 
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§59 -粒子的部分极化 


适当地选择^轴的方向总能使所给旋景 旋为+ 的粒子 
波函数) 的- 个分量（例如 p ) 等干零.这是因力空间 力向由 两个 

I 

参量（两个角度）所确定，这就是说，可供我们使用的参量数，正奸 
等千欲使…个分量为零 （ E 分景，的实部和虚部都等子零）的条 
件数. 

从物理上讲來，这表明自旋力 | 的粒子（为明确 起见， 我们把 

它说成是电子)如來处子某一内旋波函数所 m 述的态中，那就存在 
一 个空间方向，该粒子沿此方向的自旋投影具冇 c = | 的定惊.处 


于这样的态中的电子可称为完全极化的. 

但是也存在着另一种电子态，称为部分极化态，这种态兑一 
个混介态（对自旋而言的混合态)，不能用波函數描述 f 只能用密度 
矩阵加以描述（参考卩 14), 

电 T 的自旋密度矩阵成极化密度矩阵足 ■个 二秩旋满 


足以下归一化 条件： 


p x t = p \ — 

(59. 1> 

并满足“厄密”条件： 


(p w = 〆 )， 

(59.2> 


在纯自旋态（即完仝极化态）情形下，广\可以化成波函数 V — 的分 
量乘积： 


(59, :V) 

密度矩阵的“对角 P 分量和确定了电了旋的3分砧 


値为 




2 


■和 一 | 的儿宇 -， 闲此该分 M 的 平均值 为 
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屮（59. 1) 式:得 


t L . - — 2 丄一 

P 1 厂 ^~ P '2 ~2 — r 4 ?^ . 


(59. 4) 


在纯态情形卜\心_=〜 士“， 的平均怄由 r 式兑出 

与 十:: 

歹，=彳一 f 

按 （5 S .6) 和 <55. 7) 式，筇 d 由下列矩阵 给出： 


s 


^ 0 1 \ , ._ / 0 0 

0 0 > I 1 0 ” 


我们伢 

〒二 ：. fWij } 2 ， 忑一 d 

hi 此和应，在混合态屮冇 

P } 2 = ^ y p 2 \^ 

采用泡利矩阵，可把 (59. 4)，（59. 5) 合饼成 


(50,5) 


P 、= 


皆（斤，+ 汾 V 吞）. 


(59.6) 


屮此可见，电了极化密度矩阵的所有分景可以通过自旋矢显 

的分显乎均值表出.换句话说，实矢量〖完全确定了 g 旋为 i 的 

r 子的极化性质.存:完全极化的情形下，这个欠量的一个分量（适 

3选择=轴方向后）等于^ 另两个分量等 于零.保非极化态的相 

反情形 e 三个分量都等于零.在任意部分极化和任意坐标系的 
一般怙形下，我 fl 』 有不等式其中的 

P = 2{ s%-y s ^-} ^ l) 1/2 y 


称为电 f 的极化度. 



自旋沾为 s 的粒 _ f . 密恋矩阵造一个 h 秧萜 v : : 对 

前 2 s 个指标和后以 个指你 部足对称的 ， 并满足 K 列 条件： 

广… =1， (59. 7) 

( P ^ V.r = P ” V ... ( S 9 .⑴ 

计算这个密度矩阵的独立分最数时，我们注意到指标人 p … 
(或 p ， 仏…）的各 m 可能值中，实际上只岈能打 2^-1 组不同的 
捣，#考虑到 „.. 诸分存在者（ 59 .7)式的关系.因此不同 
分量数等千 (2 sH ) 2 —1 = “（.? + 1).这些分量虽然都是复優 . f 曰. 
(5 9 , 8) 式表明并不因此而增加部分极化粒子态的独立分#数.它仍 
等于《如0二 1). 为比较起见，我们指出 T 粒孓的完仝极化态足由 
“个:! rf ： 确定的 O 卜1个波函数的 H 分量加 L 一个归一化条 
件和…个对描述状态而 n 扑 不 m 要的公共相因子）. 

旋 t f ， 和一切 o 秩旋量 一样，等 ㈣ 于一组 k 4^-2. 
…， 0秧不可约张董.在 n 前情谚下，对每一个秧数诽来.只有… 
个不可约张显，这是由干旋盆 p 〜二的对 称性， 飪次短缩时只能 
将一种短缩方法：从入 a …中（任)选一个指标并从 a a …中选 
一个指标相短缩.除此以外，标量 （0 秩张量) 一 般不仔在，它由十 
条件 （5 EK 7) 而变为 1. 

& 60. 时间反演和克喇末定理 

景子力学中对时间变号所具的对称性，反映为 r 列水实.如果 
0足邊系统的 Jit 一定态波函数，叩广时间反浈”后的波函紋（记作 
，)可以描述冏一能 M 的某一可能态.在 S 18 未忮经 指出. P 等 
Inj 丁复共轭函数 V ，'这一简屯结论，是对不考虑自旋的泣 T 波函 
数而 s 的.当沿 n 旋时，尚须作进一步的修改， 

( X ) 给出 if 这■些千同时给出了 S 诸分呈 及其的23,次朵¥ 
和乘 m 2平均似，这呰惜不能化成玟吆次的朵沾 （ i ■•考 3)- 
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我们把自旋为 s 的粒子波兩数写成逆变旋置 (2 s 秩）形 
式，何3变成复共轭函数后，这个函数却按 t 办变旋說的分 
景变换.因此时问反浈变换相当干把波函数变成这样-组 
新的波 函数， 它的 I 办变分景按 K 又 确定： 

^ l ... f .' (60.1) 

给定了一泔指标侦 A , / i . …后，一个旋貴的防变分量和逆变分 
贷，相当于不同符号的角动贵投影值.因此川闲数 V 、表尕时.时 
间反演相当子把 Vk 变成 寸― 这正是我们预料的结果，囚为时 jVi ] 
变5时要改变角动景的方叫. [ fl ( t =0. 1) 式给出的結确关系为 

fh (60. 2 ' 

可见，时间反演极作所需的交拉意味农 F 列变换1 
m 复操作一次后 . fj - 

一 （一 —in —(60* 3) 

可见 K 冇，向旋为整数时，两次时间反演使波函攻回到原价：如果 
n 旋为肀赞数*则波闲数变号. 

现在来研究任一多 R 了•系统,设粒 TN 具心_相互作用.考虑 
了相对论性的相 i 作川以沿，一般玴说,这个系统的轨道闭 动沿和 
h 旋角动量不#分别守 m . h 冇总负动景 j 怂守饵 u . 如见没有 
外场存在，该系统的飪个能级凡有 2 J 〗 重闷并.加人外场后简并 
打所解除.产生的问迓总能杏把简汴完全解除使 泫系统 只冇仆 
簡扑能级.这个问 M 7时 N 反浓对称性密切和乂 . 

在经典电动力学中.如果时间变号时 Ki 场不变弓-而磁场变号. 
则方椏对 r 时间变号员有不变性 . @运动的这一基本性质，必须江 


® 注意球谐忒数的乂诉轭规!札按 _. MW 式，它与 （ C 0. 3 ) 的一般规则川一致. 
② 芸#第二畚 〆 场论》§ u _ ■尚 <参$ c- n § m 之< 
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i 子力 7 中得到保持.因此，不佴在封闭系统屮，而且在任意外出 
场中（当磁场不存在时)，都应具有时间反演对称性. 

系统波函数是一些《秩旋量 V ^_, n 两倍于所有粒子自旋之 

和6 = 2乏 > a > 送个和不一定等 T 该系统的总自旋怂 

如 m 所述，我们可以 n 定，在仟意电场中，波函数及其时 fi ] 吱 
演函数必须对应干具葙相同能景的态.如果这个能级是非简并的。 
这两个态必领相司，即其波函数只能相差一个常因子[当然，两名 
都必须用同型的（协赍或逆变的）旋量表出]. 

令私 ..二 c “..， 或州 （60. ：!) 式写作 

^ - (60.0 

其屮 C ? 逄一常数.上式两边都取复共轭，得 

把式左的指标下降，同时把式/『的指标上升.遠相当千上式两边乘 
以 n、 并对 A 〜…等指标求和；同时在式右应用下列公式： 

口如… 二（一 

结果得 

fx, ..=c*(—1) V，' 

把 (60. 4) 式的 phi 代人上式，我们得 

垆… =( 一 

此式应该 fF (等地得到满足，即必须葙（一 i ) T cc + = i . 但由干 
永远是正的，砬然，只有 n 是偶数时（5卩和^ > a 为整数 W ) 才有』」 I 
能 . ^为奇数时 （ E 〜为半整数时）条件(印. 4 )不能满足.① 

由此得山结论，只有对粒子自旋之和为整数値的一个系统，电 

：.!,■ 2和是整数（或 t 整数）时，系统总自旋这的所有可能值也都是整数：忐 
半整数〕. 
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场才吋能完全解除简并.对 T 自旋之 和为卞 贤数的系统 . d 
盘电场中所有的能级都必然是双重简卄的①.两个 iX 凡轭 旋蛩耐 
应 Tli 奋同一能靖的两个不同态 A 

再作一点数$方面的注释.具冇实常数 c 的 （60. i) 尤，在数 
学I:相当丁 旋呈的 诸分最能够对应干一组劣贵的条件， - nmw - 
侦旋铽为3 广的条 件③.奇数的 w 不能满足条件 （60. 4)，意味黃 
没冇一个实量能够对应 F - 个奇数秩的旋量.反之，对偶数的 L 
条件 WO. 1) n 了以满足， C 可以是实数+特別是，一个实矢显可以对 
应十一个：秩对称旋置，只要 C 1时 (SO. 4) 得到满足： 

d w 

[这不难从 (57. 8) 和 （57. 9) 养出 I . d 的 （60. 4) 式实陈上怂江_ 
总偶数秩的对称旋 ii 成为“实” JI 的条件. 


① 如足该电场 JUj A 度的对_你忭（立方对称 性）， 苟有可能存在四丑茼件 （参考 

② H,A+Kramers 1 卿 ■ 

③ 从字而 hi ^. 把旋显称为实旋 tffj 足没有意义的，因为它的 S 共轭旋量具有 
不同的变换规律. 
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第九章粒子的全同性 


§ 61 . 同类粒子的不可分辨性原理 


经典力学中，仝同粒孑（甓如说一组电子）尽管其物旭性质金 
问，佴并不央去它们的“个別性' 我们可以设想这些粒子已存某 
一时刻“编号”，随后跟踪它们在各 G 轨道上的运动；因而这呰粒子 
可以在任一时刻加以鉴別. 

塏下力 学中的情况甽完全不冋.我们早已多次指出，由于测 
不准原理，屯子的轨迠概念不再具冇任何盘义.如在某一时刻牯 
确地知逍丫_ -个电子的位置，叩使在尤限接近的随耵时刻，它的少 
标不两共有定 R 因此，在某…时刻把这 f 加以定位和编号- 
对以后时刻的鉴别工怍朶无帮助；如果我们定位了其中一个电子. 
则在另-时刻的空间某点，我们尤法说出这些 电了屮 究苋哪一个 
电子到达了该点. 

由此可见,在最子力学中，我们在原则上不可能对■组向赉粒 
子进行个別追踪从而鉴别它们.我们可以这样说1量+力学屮的 
全同粒孑完全失去了它们的 “个別 性”.同类粒 T 住物飓性质方而 
的仝 N 性在这里具有十分深远的意义；它导敗了冏类粒子的完全 
不可分辨性. 

这个所谓同 类粒子的不可分辨性 原理，在研究同 类粒子 所组 
晓的量子力学系统时具有根本的意义.我们先考虑只含两个冏赉 
粒子的系统.由于粒 r 的全 m 性，这两个粒子相互对换后所得的 
态，必须在物理 t 与原态完全相间.这就是说,对换的结果，该系统 
的波函数只能改变一个不重要的周扣因 T . 令说(^ 2 )为该系统 
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的波函数，匕和^分别代表砧个粒 r 的二个坐杞和一个0旋投髟 
最的集分.那末我们必须打 

6( 吾 | ，匕） :-.eKUi), 

丼中的 a 是苽 一实常数.苒把它对换一次，就冏到原态，同时0涵 
数被乘以 ㈥ 此得广《:. 1，成# =土1 .故 

中 m).- 二 1 p n 

由 此得出结论，波函数只冇 两神可 能性： 或者是对称的（粒了 
对换后保持不变），或者足反对称的（对换后变一符号).十分明站， 
一个给定系统的所有各态的波函数必须具有相 冏的 对 称性； 要不 
然，由不 w 对称性的态叠舍而成的一个状态波函数，将会既不对称 
义不反对称. 

这个结沦，可以立刻推广到任意多个同类粒子所组成的系统 
屮上.这是很明显的，由于粒+的全同性，如果其中的任意一对粒 
f 具有如 l 所述的某一神性质，甓如说， ： h 有对称的波函数，则对 
这类粒子中的任盘#它 对泣 t 而工也应 iwnuj 样的对称性.闲 
此，与我们对换其中的讧盘-对杧 了后，同 类粒子的波函数或者深 
持不变（因此也可以说把: K : 中的粒子进行任盘置换后，该波函数保 
持不 变）.或者毎 对换一次变-次符号.前一种情彤称为对称的波 
嘁数，沿-种情形称为反对称的波函数. 

粒子的性质足由对你的述足由反对称的波兩数来描写，这取 
决 T 该类粒了*的本质，由反对称函数描述的粒子称为遵循费密-狄 
喇克统计的粒孑（简称费密子），由对称函数描述的粒+称为遵 m 
玻色爱 因斯坦统计的粒尚称玻色子 ） A 


①这个米语，质先足对 M 炎拉了•所纟 tl 设见完全飞阼所应逍循的那祌统计法则而 
n 的：其 屮％粒了，凡灯反对称的成对称的波函数.我们这里 W 考您的 + 实 R t 不 K 是 
不同的统计规 ft 问题， rfU 且1-:贤足不 N ■的力学规汴 M 园，费密统冴 Slh 费密 T 年 
针对电了- 捉出的 . 它与泣子力」关系刖山狄吨克所闸明 （19 扣） + 玻色统 i 十足山玻色 
针对光垦子提出的，并被嘎因斯坦 UM 4) 所推广. 
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根据相耐论 E 子力学的规律，可证（见第四卷，卩 25) 粒子所遒 
術的统丨「法刖和其 A 旋具冇笮值关系： 自 旋为半整数的泣子都盐 
费密了 ％自旋为整数的粒子都是玻色子. 

复介粒子的统 I 卜.是由该粒子中所含的费密基本粒子的奇偶 
数确定的.因为对换两个全冋的复合粒子相当于同时对换几对全 
问的基本粒子.玻色粒子的对换不改玺波函数，费密粒子的对换 
改变波函数的符号.因此，含有奇数个费密基本粒子的复合粒子 
遵沉费密统计，含有偶数个费密基本粒子的复合粒子遵循玻色统 
计，这个结论当然和 h 段所述的一般规则是一致的，因为一个复 
合粒子的自旋是整数还是半整数 f 决定于它的组成中 Q 旋为半整 
数的阶 T 共打偶数个还是奇数个. 

例如，原子置为奇数的（即中子和质子的总数为奇数的）原 T 
核遵循费密统计，而原子景为偶数的原子梭遵循玻色统计，对原 
子饼来，除了原子核外还有电子，它的统 汁显然 由原子量和原了-序 
之和的奇偶来确定. 

我们来考虑一个由个全同粒子所组成的系统.粒子问的相 
互作用可以略去不 th 令…为飪个粒子可能龟独具冇的 
各种定态波 函数. 给出了各个粒子所占的各种状态数以后，该系 
统的整个状态就被确定.产生的问题是怎样用心，…波函数 
构成整个系统的波函数 t 

令 h 外，…， P . v 为 w 个单个粒子所占态的各种編号数(其中有 
岣编号数可能相同）.对子一个玻色子系统，波函数 中 ( H … U 
是由下列乘枳对不同下标 PH 仍，…加以所有可能的置换后求和给 
出的： 

H (61* 1) 

这个求和次显然具有所需的对称性.例如，对两个处于不同态的 

粒 TOi 力此） 所組成 的系统，有 
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必 (H2) 「Vv (D -r tfi ： (^) 

引人 l./V 2_ 是为了！ u —化; 所有的心，…函数都是正交的，弁 
凡假 定娃归一化的. 

一般怡形下，对干粒孑数•^为任盘値的-个系统+归一化波凼 

数为 

丄 

— (61.3) 

式中对不同下标 Pnf 2 , … P 〜 的所有置换求和，为数值都等于 i 
的下标个数(有厶上式的 jd 2 对匕匕， "Iv 积分时.险 
了每项的模婧平方值以外所有的交叉项郤等子零①;由子 (6L 3) 式 
一起有万 1/CAMAVA1I …） 项，从而得到 （61, 3) 皮中的归一化 
闽 T. 

对干费密子系统，波函数0是乘积〔61.1)的反对称组合，对 
双粒子系统有 

垆 （Ud (61. 4) 


对…个粒-了■的一般怙形，波函数可以写成- H / 列式: 

t 0 P; (ii) V,'(!2) … i'.its') I 



K (吉 l ) 


0 F , (10 




(61. 5) 


交换两个粒孑相当于行列式中沔列对换，使 b 武变号. 

由 （61 5) 式可得下列踅要结论.如2在化死，…中冇两个数 
值相同，行列式中就有两行相同，这个行列父等于岑.只有当 Pi ， 


①在 H 以〜 G 中，对 I 的积分哲时理 解力 泣括对坐标 N 引分以及对 fT 的雀 


和+ 
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朽，…之位企郃不间时，这个行列忒才不等于零.由此可见，由遵 
m 费密统计的叼类粒-/所组成的系统屮，不可能布两个（或更多 
个)粒子在同一付刻处于同一态，这 就是泡利原理 （〗 925). 

§ 62 . 交换作用 

不考虑 粒子白 旋的薜定谔方程以及由它求出的结果并不是亳 
无用处的.因为粒了*之间的电作用与粒子的向旋无关①.从数学 
上讲来，这就是说具有电作 m 的多粒子系统（没有磁场）的哈密顿 
量不含自旋算符，把它作用在波函数上不影响自旋变量.由千这 
一点，波函数的砧一个分最，实际上都能满足这个薛定谔方程；换 
句话说,这个多粒子系统的波函数可以写成下列乘积 形甙： 

妒 =义 hi， 「2, …）屮（**】， r 3 , …） 

郛中的4函数只依赖于粒子的坐标，而/函数只依赖于粒子的自 
旋.我们把前苫称为坐标波函数或轨道波函数，把后者称为自旋 
波函数.薛定谔方程实质上只确定坐标函数 A 留下一个未定的 
Z 函数.在某呰场合，当我们不需要考虑粒子自旋的时候，我们就 
可以应用薛定谔方程并把波函数看作仅是也标的函数，正象我们 
迄今为1!:所做的那样. 

位应指出，培管粒子间的电作用与自旋无关，该系统的能貴却 
与总 U 旋存在着-定的特殊关系，这种关系最终讲来是由同类粒 
子的不4分辨性原理产生的. 

我们 来考虑一个只含两个全同粒子的系统.求解薛定谔方程 
可得一系列能级，每一能级有一个确定的坐标波函数 <P(rn 1* 2 )与 
之对应，这驻波函数必须是对称的或反对称的.因为，粒子的全同 
性使得该系统的哈密顿量(从而还存它的薛定谔方程)对粒子的对 

© 这只在非相付论迁似屮才是正确的.考虑了相对论效应后，带电位子间的作 
爪与 a 旋办 关. 
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换保持不变.如果能级都是无尚并的，则坐标 t 和 r 2 对换后 
D ) 函数只能改变一个常因子；再把它对换一次，我们就可以讪明 
这个常因子只能等千 ©±1. 

先设粒子的自旋等于零.这样的粒孑根本不存在自旋园子： 
因汩波函数化为一个坐标函数 W ( r ] T h )， 这个函数必须是对称的 
(由于 H 旋为零的粒子服从玻色统计).这样一来，由薛定谔方稈 
解得的能级实际 k 不能全部存在，亦即其中对应于反对称函数 P 
的能级讨这个系统是不存在的. 

两个全 m 粒子的対换，相当于系（以这两个粒子的联浅屮 
点为原点）的反演变换.另一方而，反演的结 果是史 函数多出一个 
(一 I ) 1 因子，/为这两个粒子栴对运动的轨道角动量（见纟 30), 

一 考虑和上段所得的结沦比较，我们可以 h 定，两个自旋为零的 M 
类粒了 所组成 的系统 n 能具冇偶数值的轨逍诹动 i . 

其次，假定该系统显由0旋为4-的两个粒 T (譬如说电纰 

成的.耶末，该系统的完整波函数 [即 r 2 ) 函数和自旋函数 
a 2 ) 的乘积]对这两个粒了的对换必須反对称，如见弛疝函 
数是对称的，_啶函数就必须反对称，或则反之.我们把自旋函數 
写成旋量形式，它是一个两秩旋靈其中的钿个指标对应于 - 
个粒子的自旋.对祢旋量对应丁这两个粒子 A 旋的对 
称函数，反对称旋量对应于反对称函数.但是我 f 门 
知避， 一 个二秩对称旋 it 描述总自旋为1的系统，反对称旋量则可 
化成一个标量，它所对应的总自旋等 T 零. 

由此可得下列坫论.弓薛定谔方程的对 称解中 (^， r 2 ) 相对应 
的能级，只有賅系统的总自旋等 T 霉的时候，亦即这两个电子的白 


①有简#时，我们可以把属于同一能级的那些简并改函数适3地线性组合起 
来，使得这个条件仍被满足. 
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旋彼此“反平行”汸浮总 n 旋等十零的时候 f 才能存在.另一方面， 
.反对称函数所对应的那些能.级,要求总自旋值等于1，也 
就是这两个电子的 S 旋必须彼此平行' 

换句诂说，多电子系统的那些能景允许悄依赖于该系统的总 
自旋.由千这个原因，我们可以把这种依赖兌系说成是粒 -了间 的 
一种特殊作用的結果.这种作招称为“交换作用' 它是一种纯粹 
的量子效应，过渡到经典力学极限情形时就（和 D 旋一样地）仝部 
捫失. 

下列情况是我们所讨论的双电子系统所特有的.每一个能级 
对应千一个确定的 n 旋彳 ru 0或 1. 以后将会宥到（自63>, 旋依与 
能级之阏的这种单侪对应关系，在仟盘 数罔 的多电 •了 -系统中仍然 

成立.但造，自旌大子|的粒子所纟 II 成的系统弁不具备这样的 
性质. 

我们来考虑一个双粒子系统，锦个粒子的自旋为\这个系 
统的 r 旋波函数是一个 o 秧 旋棗： 

h 2 s 
_ 

fiff ' r 

其中的一半 (2s 个）指标对应干一个粒子的汽旋，另一半指标对应 
于另/ -个粒子的 C〗 旋.这个旋贵对每一组指标而言是分别对称 
的.两个粒了-的对换，相当 T 把第一组的所有指标人 心…和第二 
组的所冇指标 p . 化…相对换.为了求得总肉旋为 s 的自旋函 
数，上述旋贵必须短缩掉 ^-> s 对指标（每对指标中含有人心… 
中的一个指标和/>, CT， …中的一个指标)，并且对其余的指标对 
你化，结果得到I个 2S 秩对称旋置.我们知道，旋 M 对一对指标 
的短缩，意味着对这些指标进行反对称组合.囡此当粒子对换以 
后， Q 旋波函数将乘以 （一1) 〃—' 
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毋一 力而 ， j n 了* 对换以后，双粒子系统的完整波函数必 mm 
以（一】）> (即 s 为整数时乘以+1， s 为半整致时乘以 -1). 滅 
这一点，坐标波函数的对换对称性由（一 I ) 5 因子所给出，它只和 s 
冇关.中此得出结论 ， 由两个全同粒子所组成的-个系统的坐标 
波函 数: 当 总自旋 为偶数时是对称的 , 奇数时是.反对称的. 

回忆前还粒子对换和坐标系反演间的关系，我们还可以分定, 
当系统的自旋 s 力偶（奇)数时，该系统只能具有偶（奇)轨道角 
动 a , 

在这里迅可以看出，该系统的能量允许值和总自旋之间也存 
在蒞一定的災系，但是这种关系不一定是革 m 的.对应子对称（反 
对称）坐标波函数的各种能级中，占可以等丁任一偶（奇）数旣 
现在來 m - 下，该系统中具有诎数或訏数 s 迠的不 冋状态 
各有多少个， S 可取 2s + 1个不同俏 ：2s,2s-d , …， 0. 任--给定 
的况，又有 2S + 1 个自旋 z 分婧值不同的态[冈此一起冇 (2s ；-1) : 
个不同态].设 s 为整数，则在2〃 + 1 个个 冏的 S 値巾，有 s + l 个 
是偶数，冇 s 个是奇数.凡有俏数 S 值的总态数共 

S (2^^3)=(25 + 1)( S ^1); 

^ = 0 . -' 2 .^ 

剩 F 的八 2 s + l ) 个态具有奇致的 S 値.同珂，当 s 力半整放时， 
我们犮现典打 <2 s 十 1) 个态具有偶数的 S 侦， （ STl 〕 t 2 sil ) 个 
态具符奇数的 S 值. 


例 题 

1. 把电子间的作用肴作微扰，求双电子系统的能级的交换分裂. 

解，设粒子分别（不考虚它们间的 相互 作用）处于轨道波函数为 gv : r ) 和 
的态中1它们的对称朵积和反对称乘积，分别对应千系统总 H 啶 S 
和 N 惜杉： 
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1 s 

丄 s 


2*2 


2 


D 狄喇克最先使州这个&符, 


中 -甲冰 ） w 2 ( r 2 ) ±^^ r 2 )^( r ,)]- 
v ’ / 

粒子相互作用算符 U ( w 2 - t .) 在这两种态巾的平均值分别笮子 A ± J 其中的 

■ 

， ■ 

J= \ (fvVi (ri ><P* "r 2 ) ^p z (r 2 ) ^ (r^idV^dV^ 

H- % 

( V 称为交換积分）.由此可见，除了不几备交換性质的咐加常数』以外，能 
级位移分別为 A 及=丨(下标去示6的似 h 这些玫值可以苻作下 
妁自旋交换算符^^■的本怔惜： 

「s = — 士 j ( 】十 ■! 会 I -备 2) ( 1 ) 

Ck 

( s r s 2 的+征值见§ 55题 2). 

例如 T 如果这两个电 + K 子不间的原子，则原子间距 i ? 增大时交换积分 
指数式地衰由^/的被积函 数的站 构显然可以看出，这个积分式玟次丫_ 
■^( n ) 和 ^ fr a ) 波函数的 [ ‘芾备程 度”； 根据分立谱状态波函玫的渐近式 ■:见 
(21.6)式]，吋傳 

j 〜广《|+其1>、 2 m \ ^ i | , /(： 2 2 m E 2 \ , 

E , ^1私分别为这两个原干中的也子能级. 

2. 与上题吼豇$统 X )三个电 T . 

解，裉据题〗中的 （1) 式，；电子系统的 k 成对作用”交换算符可万成下 
列形式： 

乏一 2 y + +2 U ). ⑴ 

式屮按粒子对12, 23求和.筇符对「1旋值心，〜不 ㈤ 的态而肖匕 

魟阵元可圯 d ⑺艽确记， 川等 干 
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先求总行旋投影- q + h+h 涖人允 U : 值即 = 的能 

H 也就是总自旋汶时的能也由筇符 （1) 的对角矩阵元兑山： 

AE : , /2 =— (心2 + JVs + J ，，). 

其次，柒计兑浞?=备的态.这个 I 侦可以用三种不同方式实现 7 印 

• v^d 

〜％， A 巾的“个可以分别等〒一 共命两个为 H 因此，对这些态讲来. 

戕们将到…个三次久期方程.如果注盘到这个方程的.，个根应该等于 atn 

已经隶出的■态的能虽，则方稃式的求解可以大大简化，这个 a 期方程 

可以帔人^-.\見 / 2 所 除尽： 相据这一点，我们可以不必算出三次方程式屮 
的常数项夂 

M 久•期方稈式算得 
{ AE )^+ ( J ^+ J ^ + J ,,) { hE 、! 

+ _J r 【 2 /u+^ £ J r 23 +Uu—(W 2 + 五 + …= 0 ， 

此式除以 A ^+ J IZ + J „ + J 2/1 耵，即可轉汉 = +态的两个 能级： 

£a 

闽此一起有三个能级，弓题1中奵抖的能级数-致， 

^ 核在什么状杰下可以衰变成 为两个 ^粒子 T 

解. 由于不仔在自旋，两个^粒_广所组成的系统只能具有俏轨道 
角动兑（即该系统的总角动黾），它的状态为俏态 . 因此 Be 。 核之态只有等于 
总角动 G 为悯数的偶态 n 夂丄述桌交才有可能实现， 

163. 置換对称性 

根据只含两个粒子的系统的考虑.我们已经诎明定态的坐标 
波函数 9 Kf 2 ) 必须是对祢的或反对称的.在 - 般情形下，系统 
由任盘多个全 W 粒子所组成，薛定谔方程之解(坐标波函数)对任 


①对粒子数较多的系统进行类似的计算时，这一方法特别有 ffl . 
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意两个粒 -f 的对涣而言不一定对称或反对祢，不象完整波函数(它 
乜含了自旋闶子 ) 那样必须異有对称或反对称件 . 这是因为， H 对 
換这两个粒子的坐标，丼不等于这两个粒子的物理对换.粒子的物 
理仝同性，在 这里只 能导出哈密顿 i 对粒子对换的不变性，因此如 
有某一函数为薛定谔方程 之解， 则该函数中的各种变 M 进行仟总 
晋换后，所得的各种函数也都足该力程之解， 

我们先对一般的对换句 M 作儿点说明.在 A 个粒+所组成的 
系统中 ，一 共有种不 R 的置换方式.假想所有的粒子粑编卜了 
号码，铒一种置换，就可以用1，2,…等号码的一个固定序列苫示 
出来.从号码的自然序列〗， Z …出发，通过粒子对的连绰对換可以 
灯到各种序列.按照对换的总次数处偶数次述是奇数次，我们把 
对换完毕后所衍的谠换分別称为偶置换或奇置换.令 A 为 Y 个 
粒了的 置换算符：并引迸心，当 f 为偶置换时心等子1, #力奇 E 
换时心=一1.如采函数 p 对所有粒了 全都对 称 ； -MIH 

如果史对所有粒子全反对称，则有 

P(p — d^<p. 


从任一幽数 < p ( r u r 3 , …， r _、0 出发，通过对称化运筇可以给出 
一 个对称函数，这个函数 < 写成 

(P 挪二常数 y . I ^ p ， (63-1) 

F 

式中对所有吋能的迓换求和+通过交替运筧述可以给出一个反对 
祢函数，这个函数可写成 

常数^ 3 . 2 ) 

现扛冋过来研究全 M 粒子系统的波函数所具 T 何的黃换性 
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质®. IM 系统的哈密顿 设对 所有的粒子对称,这一事实的数学含 
义屯彦和所有的迓换算符卢都对易.但是这些罝换灯符并不赴 
彼此对 M 的，因而它们不能同 Q 对角化.这就表明，我们挑选不出 
这样的一组波函数 p 来，使得毎一个函数 t 对所有的对换保打对 
称或反对称 ©: 

我们来求函数 〆 n , r 3 ，…， r AT )( 或 - 组这样的函数）对 W 个变 
踅的晋换而吉所能具有的各种对称类型.这种对称类型必须是“不 
能增添”的，这就是说，对这些函数进行任意的对称化运算或交替 
运算后，或者变成原来那纟 ri 函数的线性 m 合，或者变成恒等子零. 

我们已知耵两种运总，它们所绐出的函数 A 有最大可能的对 
称性： 这就是对跅爷变 M 的对称化运算，以及对所有变嚷的交替 
运算.这样的运算可作如下的推广. 

我们把 W 个变量 n ，!^， (或者换一个说法也是一样，把 
N 个下标 1,2,-, W ) 分成儿组，各组分别含冇 A ， W 2f …个元素 
(即变 I … = iv . 这一分割可以用一个图形（称为杨氏 
图）衮示. iv it M ，…等数分别等于图中各行所含的格数（例如图 
21中，分別表示 iV - 22的 6 t 4 + 4 十 3 + 3 + 1 + 1 分割和7 + 5 t 



国21 


( . L _ 从数7观点召来， 这个问 题相当于寻求 A 7 个元索的罝换群所能具有的各种不 
可约 过换群 （成称为对称胙）的数学控论的详细叙述，可参考 F 列各廿：11.韦 
"-'riWcyl'), The Theory of Groups and Quantum Mechanics, Methuen, 
London I9SIj M. llamermesh, Group Theo/y and itE Applicaiion ta Physi¬ 
cal ProWemSs Petgamon, London, 1962; I, G. Kaplan, Symmetry of Min v-- 
Electron Systems, Academic Press ： Ne^ York, 1S7J. A 

^ 以含两个粒 - T 的系统除外，因为它只有一个交换算符以和 // 同时对 角比. 
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5 I -3 + 1 — 1 分 割）； 把 1，2,3, …等数分别填人毎格屮（每格屮填进 
一个数).如果我们按格子数的递减次序自上而下把各行排好（如 
图21所示)，这个图中不但有好几行而 J 1 还有好几列. 

现在把任一函数史…，^)分别对每行中所填妁那些变 
贵对称化.经过这样的对称化以后，我们只能对不在同一行中的 
变量进行交替运算；对同一行中的一对变量进行交替运算后陡然 
恒等于零. 

在每一行中挑出一个变量，我们可以假定这些变量都在每 n 
的涫-格中，这样假定井不央咒普遍性〈对称化后，毎行中的变量 
次序是无所谓的）；现在对这些变量施行交替运览.随后把第一列 
刪去， 留下的 “ 削减”图中，再在每一行屮挑出一个变景，然后对这 
些变貴进行交替运算；这些变量又可以看作处于“削减图"的 m — 
列.把这样的手续继续下去，我们最后得到一个 函数， 这个函数起 
先是对苺行中的变量对称化的，随后又对每列中的变量进行了交 
#运算.经过交替运算后，一般讲来，这个函数对每行中的变量就 
不再对弥.它只对茁一行中留下的未经交替运算的那一部分变量 
保持着对称性，这部分变量处于 m —行末端比别行突山的那些方 
格中. 

把況个变量用各种方式分配到一个杨氏图的各行中去以后 
(每行各格中的分配方式是无所谓的），我们就可以得到一组函数. 
当况个变量以任盘方式置换时①，这 绗函数 就变成它们的线性组 
合.但应强调指出，这拽函数弁不都是线性独立的；独立函数的 
个数往往小于#个变量分配于该阐各行中所能具有的各种分配方 

①也可以桉相反次序施行对称化运算和交替运筧 I 先对毎列的变量进行交替运 
算，再对每行的变量进行对称化运算.但这实阮上不会得到新结果，用这两神方法』 . 
沿的两套 s 数，只差一个线性变换. 
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式的总数.我们不打算详述这一点®. 

由此可见，一个杨氏图确定了一组具冇一定的置换对称戈型 
的函数.（对一个给定的 Y 值）画出所有吋能的杨氏围， nj 以得到所 
有可能的对称类型.这柑3于把 W 分倒成几项之和且飪项之值小 
于或等十 I 时，一典有多少种不同的分割方式；例如 = 4 时.可 
能的分割方式奋 4,3-1, 2-2, 2^ 1^1, 1 + 1 + 1^ L 

系统的每一个能级和一个扬氏图相对应，该阄确定了薛定谔 
方程的某组解荇所具有的置换对称 ft ; 一般讲来，毎一个能级打芯 
干个不同函数与之相对应，这些函数在变策的置换 K 彼此线性变 
换.这种“罝换简并”的存在,是由于每个#算符和哈密顿量对易, 
但彼此不对姑（见 S 10巾段).但是必须强调指出，这一点并不表 
示该能级不苒具有其它的物理简并.所有这些不问的坐标波函数, 
乘 h 自 旋函数 以后,组合成为一个完整波函数，就可满足对称或反 
对称条件 (由 粒+的自旋决定）. 

在各种炎型的置换对称性（对给定的^而言）中，总有两种类 
型的对称性只能分别对应于一个函數.一种对应子-个听有变显 
的对称函数 f 另一神咖对应子一个反对称函数；在前_ -种情瑕下， 
杨氏阍只有一行(此 行布 Y 袼），笟二种悄形下杨氏图只冇列. 

现在來考虑 n 旋波函数 /( d , cr 2 , …，〜 )+ 它们对粒 了置换 
所 _ n . 有的对称类型 w 样由杨氏图给出 t m 中的变量现在是粒了 - n 
旋的 s 分产坐的问题娃，自旋波函数的杨氏囹应该具有怎样 
的形状，才能标函数的一个给定杨氏罔枏配合.先设粒-了的 
自旋凡有整数^则完整 波函数 w 必须对所有的粒 : /■对称.由干这 
一点，内旋函数和坐标函数的对称性必须由同一杨氏图给出，从而 

①彼此进行线性变换的一组独立函玫构成置换群的一个不可约表示的基组，独 
立函&的个数詖愚该表氺的维数.对自旋的粒子，这个数的推导见后面例® 1. 
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完盤波涵数 0 4以丧成这叫种凼数的特定的双线性纟] I 合;在这里 
我们不打算 L 羊述这样的线性组合问题. 

其次，设粒 T 的自旋为十-整数谊.则完整波函数必须对所有 
的粒子反对称.根据这一点可以证明，坐标函数的扬氏阁和白旋 
兩数的杨氏阁必须珲有对偶关系，亦即两者可以通 过行列 对调而 
相 II 得到(例如阐中的两个杨氏图）. 

让我们对 fj 旋为^的甫要恃形进行较详细的考虑（晋如对电 

T ). 歸一个 A 旋变…现在只取士 j 两个的.由下一个 

函数对収俏相同的两个任意变卜1：反对称化后等 T 零，故函数义只 
能对一对变是施行交替运算；如恐对 H 个变施行交韩运筇 . 其中 
必苻叫个变岢取倌相同，故其结果等于零. 

由此<知，对一个多电子系统讲来，自旋函数的杨氏阐中毎… 
列 只能有格 或两格（亦即此图只能有一行龙两行）：对哏棕函數 
的杨氏图而言，只能冇-列或两列.公冇 Y 个电子的系统中. 、苫换 
对称性的类型数就等千把 X 分剂成为一项或两项之和的可能分劑 

方式数. 4 . v 为偶数时, 这个玟俏等十+ Ai ： i(Vr :项分别为 a 

S 

1， …， + w ')， 当 X 为奇数时屯等丁 -+(n l )( a 二项分别为0, K 

…， 4" (^-^) 例如昃=4时.，所冇的杨氏 m (坐 标的 和自旋的） 
如 m 22 m 示. 

很易证明，每一种对称炎型（即每一杨氏图）对应于多电子系 
统的-个确定的总自旋&我们把自旋函数考虑成为旋鼋形式. 
即把它看做是一个 Y 秩陡哥产.这个旋帑中的各个桁标（每一 

个指标对应于…个萆粒•了•的 q 旋)就进批列江杨氏冏中的那些变 
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6 

I 


xrrm rrn rc 

S = 2 = l S=Q 

2 :! 

茕， 我们 来研究一个杨氏阁，其筘一行有第二行有格 
(TVi 及 iVgU 前面的 A 列屮， 4 y : 列只兩 m 这个 

旋最必须对每一列屮的一对指标反对称.记7皆对第一行中后而剩 
•1、•的; 卜 ^ Vi -^ 2 格而⑤还必溆对这些格子中的变览对称化，我 
fn 知 n 这枰的一个 y 秩旋设可以化戍-个 《■ 秩对称旋_也勾总内 

旋相对应.至于坐标函数的扬氏图，我们可以这样说，如 

果该 m 屮只含一个格孑的行数典有 n 行，这个闹就对应于兑 q 旋 
^「+.当 A 为偶数时，总自旋可取0到的各种整数值 ， J 

为奇数时，可取+到的各种半整数值，这正是应有的结果. 

潘要强调的是，杨氏图与总 I '!旋之则的这种-•—对应灾系，只 
对自旋为+的粒+所 m 成的系统成立；这…点 . em 上节的双粒子 

I 

系统中看到.对自旋为~的^个粒 T 所组成的裕统.自旋波函欽由 
5个以秩对称旋欺的乘.识所饥成，是一个秩的旋显.如枭这 
个旋量按1格的一个特定杨氏图进行对称化，一般讲来，可从这个 
对称旋蜻的独立分 i 中构造出几茳线性组合，每袞对应系统的 
一个不 M 总丹旋& 

u m - Uk +的岿旋函数的杈氏^钿列不冗趨过两格 ， 剛‘ y 

iit 
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旋为任恋值 S 的粒子，每列不能超过仏_ 1格. 

如见系统中的粒子数友为2谷+1的整倍数，各种可能的杨氏 
阁屮含有一个每列为 △ 「1格的矩形阁.它对应子总自旋的-个 
定愤，叩 S =、0 -由此可以得出结论，如果两个（自旋）扬氏阁能够 
拼成一个高为&十1的矩形，则两荇的 S 值相同⑦，这记 角力 蛩相 
加法则的一个简单推论，该法则便足两个角动貴只有绝对姐相 M 
时才布可能相加后得零. 

作为 本节的 结束，让我们回到 甲在纟 20末尾附注中提及的问 
m , 对一个全同粒子系统讲来, 我们 不能断言最低能趸的定态波函 
数一定无节点.现在我们可以 洋述并 解释其原由. 

如-果波函数(指坐标函数）无爷点，它必须对所有粒 f 对称；要 
迠它对粒子1，2的对换为反对称 q 处将等干霉.可足、如 
采该系统含有3个或 3 个以上的乜子，就不可能有全对称的坐梂 
波函数(坐标函数的杨氏图每行不能超过两格）.由此可见，私管 
对应于枭低本征值的薛定曙方程之解是无节点的（根拐变分法定 
理)，这个解在物现上可能不允许；因而薛定遌方程的最小本征值 
不再对应于系统的蕋志，而基态波函数一般讲采将足有节点的.对 
于自旋为半整数 s 的粒子，这种情况出现干粒子数超过〜十1的 
系统中，对玻色子系统，全对称坐标波函数总是可以存在的. 

例 題 

K —个系统由入个自旋为 | 的粒子所组成，求具有不同总自旋值 S 的 
能级总数. 

解.给定了该系统的一个总 S 旋投彤悒 W s = 2 cj 以后，可以布 / U / s ) 

①例如下列两图 OJ ■于 



实线围和虚线图是两个互补扬氏 
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仲不问方式给出以上 N 姐： 

fails) - .v./ (+ 針見） (+n ) !, 

/ uu 等个事物中一次取出 | a t + j ^ 个事 物的组 合数，丙为我 fn 可 


-N+M^ 个粒子的 a 




其汆粒子的^ = 一士.毎一能纸具打一 r 士七 


的6值，其中共冇2《+1个不同的态，这 K 态的自旋投影位分別为 = & 
S --1, …，一&因此容易证明：爲有给定■^值的不同能级数为 

N - sy , 

不冋能级的总数为 （3 X 为偶饺时） 

n ^^ n { S )^ f {( i )^ N ^ /[( y N ) 1 T ' 

s 一 

气^为5数时，则有 

n =/ (+)=巧 /(+ Y +1) - 去 ) 1 . 

2,系统由0旋为！的粒子所组成，求各种对称类^的自旋函数西氏 U 
的总自旋惊 A 设该系统的粒+钕为 2,3,4. 

解.对双粒子系统，这个对应戈系由下列事呔所确 立： 拉子対换 G，〖U 
旋波函数应乘以 （一1 户 - V 见 § G 2 末\对_了1 =〗的柁 7 S 由此得 


n(iS) 亡 f ⑻ —f 09+1) =JV T ! ⑽ + 1)/0+S+l)!( 


⑷ i \ 1 ib ) - 

S 二 f > 或2 S = 1 


⑴ 


对干三粒子系统的各个杨 Lt 图，可从 （1) 出发以泠祌 nj 能的; ^式设加一 


格 JH 获符，结果可写成下列汀 &式： 

⑷ < M ) 





s 仉见每 m 下乩三粒 了系统(右边的 m ) 的总 0 旋怙来 m ■了-系说和#护 
子系统（左边的阐）行旋的角动加法则气式$备图的 s 值 的分配可以 
这柞來迚立，先注盘到 k 阁访二入(—列三济）对应千 s =(、 故图 （&) 的 
值为刺 下的1和 i 第一式 . P 扣淖（&))1知⑷的5值为1和3: 

Ca ) ~^~~| ⑹二 

5 = 1 或3 I 1 

5 = 1^2 


( L -) 


S=Q 


(2 


， 四拉了1系统的挎氏阁可在 （2) 迆础 k 添邡一格#到，淬 不能出 现桔 过」 

格的列： 

( a > ( b ) 

1 X ~ — 




1， 


J 


0，1，2, 2, 3，4 



X 





0, 1, 1, 2, 2* 3 


(d) 

n x □ ^ m 

— I 广 

o i 

这里图 （6 可和（1)中的^1〕 jf 成 三格商 的矩假，故其 s 値也是 0和 2 ■图 
0&)的从上而第二式剃下的数彳[?到，問 （ a ) 则可从茁 1 式剩下的 


⑹ 「1 I T 1 

S 二0,2或4 


ib) \ 1 ⑸ _ <d) 

_ j I i 

或3 S = 0 或 Z 



① N 的右边下负打朽 ti .， 这是山于第一个1东自角动 SG 相1的梠加*第:- ■ 
个1来 S 负动 _.A 2和1的私加 . 
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§64. 二次量子化 •玻 色统计情形 

在大; m 全同粒子所组成的系统的砰论中，有一种广泛使 m 的 
方法，称为二次量子化方法.这个力法在相对论理诒中尤为盂要. 
在那_屯述及的总粒子数吋变的系统® 

令化以），化⑻，…为一组完给的正交归一化的单粒子定忐 
波函数免它们可以赴-组处于任选外场中的粒子态，但通常简单 
地取作 -* 组平时波，也就是一组具冇确定动是腔（以及 n 旋投影 
值)的自由粒+波函数.为了使它成为分立态，我们考虑粒子运动 
丁一个很大的佴 - 足有限的区域内，它的动诸分茕的 本饥值 $分立 
谱，相邻本征怊的间距便和该区的线度成反比，井随线度的増大而 
趋丁零. 

在一个0由粒孑系统中，每个粒 t 的动量分別守恆，因此态的 
占有数亦即处 T 0 U w …各态中的粒子数上'，…也是守恨 
的.在一个相互作用的粒子系统中，每个粒子的动 M 并不守恒 ，因 
此占有数也不守恒.对子这桦的系统，我们能考虑的 m 是占有数 
具有各种数值的儿率分布.我们來畀求一种数学表述，其中以占 
葙数(不足以粒子的坐标和&旋投影侦)作为独立变嬌. 

在此表述中，系统的态用所谓占权数空间的波函数来描写，记 
作 ，…； 0，以反別于通常的坐标波函数史 d 匕， 

0. 模 最平方 确定山'有数力，…的几率.按 M 独立交 
请的这一选法，各种物迚倩（包括系统的哈密顿量）的算符，必须 U , 


① 次贵子化方泣对辐財理沦中的光子而 _r'r, 是甴 P,A.M. 狄喇克 0 927) 所 
发展的 I 随圮维格讷 （ E . W 〗 S ner ) 和约当 ( F . Jordan ) 把它推广到费密 
(1938). 

② 和 § G 1 —抒， S 代农粒子坐标及其1投肜齓对吉积分 A 咮卷 O 称卽 
以及对 d 求和. 





作川在占有数函数 h 的形式衮述出来.这样的表述，可以在算符 
的通常矩阵表示基础上得到.该算符的矩阵元必须与无和互作用 
粒子系统的定态波函数联系起来考虑.因为这样的态能用确定的 
占有数描述，能够显示出算符作用在占有数变量上的忡质. 

我们先栾考虑遵循玻色统计的多粒子系统.设是粒子 a 的 
菜个物理量算符，它只作用往“的函数上.我 们引入 T 列兑 符： 

沪 d = S 处， (64. 1) 

a 

它对所苞的粒子对称是对所冇的粒子求和>现在來求这个笕 

符对 (61.3) 式波函数而吉的矩阵元.首先，我们容易证 n 儿只有 
H …等情保持不变的跃迁矩阵元（对角矩阵元)，以及其中的 
一个数值增加--另•个数悄减少一的那些跃迁矩阵元才不等干 
零.因为链一个九 15 算符只作用在 A 仏）… W v ( l . v ) 乘积 
中的一个函数上，所以不等于零的跃迁矩阵元中，只能有一个单粒 
子态发生改变；这就寇味着某一态中的粒子数减少了一个.而在另 
一 态中的粒子数相应地增加了一个.这类矩阵元的计算实阮上很 
简单；读一遍不如自己算一遍.因此我们只给出计算结來.非对 
角矩阵元为 

<N i> N k -l\F^\N i -l,N t >=f\{WTN^Nj. (64.2) 
为简便计，我们只写山该矩阵元的非对角下标，略去丫其佘的 K 
标.式中的 / W 为下列矩 阵元： 

* 

要注意的是算符奸(《 = 1，2,…）具有完全和同的形式，只足怍用 
在不冋名称的变量上而已，所以积分抵和《无戈 . 的对角矩 
阵元即在％,&志中的平均妬我们川^忐示之.计货圮 
洽出 
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户 1 : (6-1.4) 

i 

现在^人算符心它在 二次贷 子化方法中起若酋要的作 用； 这 
个算符不足作用在坐标函数上，而是作用在…等变量上， 
苏定义如下.益符么作用在函数 0 (ir：,^ 2l …）上 Ft , 变进 A ' 的 
数恺紱 少一，问时使这个波函数采以 vXG 

fii(P (_U V ， Ni ， …) =V Ni 0 (^Y], A 1 ；, •■% 兄 — 1 ，…） 

(G l. 5) 

我 nrj ■以说毛算符使第丨个态的粒了数减少 一个； 因此称为粒子 
的消失算符.可用矩阵形式丧$之，其不等于岑的矩阼元力 

<N i — l\a i \N i >^^/l^. ( 64 . S) 

根据定义 「见 （lh 9 )式]，屯的厄密共轭 算符心 的非本矩阵元 

<^|^[ _Y ; — 1> - <J\ 7 ^ 1 Jd, Ni>*= H (B-i. 7) 

这就表明，心 筘符 作用在 0( i^A 7 2t …）函数上时，使兄的数阬 
增加 -: 

dt0(N h N 2 , ■**, JSi if *■■) = ^N i '■ \ (I) {N、' N 2i • -- N ,】-]， …）. 

(64, 8) 

换句话说 ，打 算符 使第丨 个态的粒子数增加-个，固此它称为粒 
子的产生算符. 

算符乘积 ^ t a i 作用在波函数上，所有的及|，1 2 ，…变最显然 
不变，而使该函数乘一常数，这是因力心算符使减少一但# 
算符又使兄冋至原伉+ (以. e) 和(以. 7 )式的两个矩阵直接相乘 
后，可证 afd , 的矩阵确是一个对角矩阵，并旦对角矩阵元等于 
我们可写作 

(64, 9) 

同法可证 
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( 61 . 10 ) 


a/it 乂 i 丄 

以上两式相减，料_算符 a 和奸的对易规 j 【 h 

did ^ 一 d^di = 1. (6 i . 11) 

i 和 fc 不同的两算符作 用在不 同的变和上，是对結 的： 

d i d h — d k d i = 0， ^0 (64. 12 、 

根拋总符 心』 t 的上述#质，品证下列兑符 

戶⑴二 m 览心 (64.13) 

■■乂 

与 （64. 1) 弍的算符相因为按( 64 . 6 )，（以. 7 )箅出的所冇矩阵 
元等子（64.2)， （64.4) 中的矩阵元.这是一个非常 ffi 要的结果. 
(64. 13) 式屮的不过是一些数攸. ㈥ 此、我们可以把怍出十咀 
标函数 . h 的 一 个呰通算符表为作别千新变总占有数 A 兩数上的 
一个算符. 

以上所得的结果，很容撼椎广到其它形式的算符上.令 

_ (61.14) 

a>^ 

其中的 y 泛为同吋厲于两个 粒了的 一个物理显箅符.闽而 V 用在 
。及 匕的 函数」:.同样的计算 义明， 这个算符"』'以通过乜矸笕 
符表为 

<ik\f m \ lm>a^ata m a lf (64. 15 ； 

H ftfh 

丼中 

<ik I / <2> ! 二 f fw (£1) M (Df^CbJd^dh, 

这儿个公式 S 然讨以推广到对所冇粒子对称的其它任意形式的算 
符上（例如 > 3> ---2/ 忠这些形式，等等）. 

通过这些公式，4用算 符化和 ^表达出具有 a 个相互作 m 全 
k 粒子的物理系统的哈密顿显.这种系统的哈密顿 M 对所冇的粒 
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当然足对称的，在非扣对论近似下 A 4忐成下列■股形 式：： 

/hS 砂 + sn ， n > 

a d > t 

十 2 H r J + …， （ R 4.16) 

fl-_->fi ：=- c 

典中的为哈密顿 iiL 中只依赖下个粒子坐棕的 算符： 

fr a u -- --(Ji : /2m)A a -U^iTa), (CL 17 ； 

其中的 " m ( r fl ) 为一个单粒 - r 花外墙+的势能 . Ol . 16) 式中的其 
杂部分为粒子间的相互作⑴能 ib 把它分成』 j 两个、二个等泣子的 
肀标冇尖的项. 

哈密顿哿的上述表式使我们可以宜抆应用 （ 64 . 13 ), ( M . 
以及类似的式子.得 

>?:二 a k +- i - lm > atdtd m a ( -； 

^ t i,Hrn 

(6- i . 18) 

这就迠欲求的哈密顿 G 衷忒，这个兑符作川在占袍数的函数上. 

对无扣互作用的备粒 f 系统讲來， ( G 4 . 18) 式中只留下访 
J 项： 

fl -^^ H ^ dtd ^ (64. 19) 

i . fc 

如取 A 为单粒子哈密顿鼋的木征函数，则矩阵是一个 
对角矩昨 ; 对角元柰 4 f 于该粒 Y 诸能贷 本征迠 故 

# 二 2] 〜辦‘； 

I 

\ 

dr/ii 算符用 （ sis ) 式的本征怊代入. 讨得 系统能级表式 

E = ^, N U 

h 

* 

这怂町以预料的明显沾果. 


① 不存彺転场时+ 
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引入 K 列 ^ 算符，可使我们所作的表述更为秸练 

^ ( 1 ^ ( 64 . 20 ) 

h _ 

*- * 

扑屮的变货 s 可以看作参量.根据以上所述的算符 t 心，<知 
算符$侦谅系统的粒子总数减少一个, u 符雀 + 则使它增加一个. 

W 鉍 i 止明算符心）在 6 点处产生一个粒子.因为算符 C 
的作用结果，是产生一个处子态中的粒子.根据巧 -m 
符’仏)的作用结果，总产生一个狀态波函数②为 : C V 1 了⑻允 （ 4 :) 
:- 的粒_ 7 "[裉据公式 ( 5 . 12 )], 这个粒子具有确定 的难标 
饨（和确定的 C 〗 旋值). 

W 窃每 的对易规則可按 A ， 七的规则立刻 求得： 

^ (0 t (!') - t d f ) P U ) = 0 , ( 6 - 1 . 21 ) 

(^) =■ (i) ^t(i r ) a cm 

1 

(64 - 22) 

二次 iT 化算符声…可用算符 0 表成 

抑 : -ff (4)/ 1 ⑽， （ 64.23) 

宂中的算符/ :1> 应该理解力作用在 1 ?( 1 )中含有参量 s 的函数上. 
这是因为如把 （ 64 . 20 ) 的 V )和 0 +代入上式并用定义 （ 64 . 3 ), affJ 
又回到 （ 64 . 13 ) 式. M 样地， （ 64 . 15 ) 式变成 

^ ^= yj + (I) ^ u f ) (6i. 24) 


① 注意 （64 JO ) 与下式的相 似性： 

V — 2/ OiV'ij 

任备 - Mm 数展为完备函 m 现在又被 s 子化了一次语二次 a 子化方法 一 v ! 
即源 w 了-此. 

② （5 G — 心）足下列乘积的简3 

c5(ar~ X:bi.y — ^o)<5^ z — ；a, ! ^frtr 5 P 


■ 296 * 



特别是，系统的哈密顿量可用算符0表成 

冷二 卜盖 d) △ 仏 ）I ^ + (i)u^a)$(i)\^ 

+ tJ 1^ ci，) ^ + (l)t7 ' 2> 仏 ㈤ + …* 

(64. 25) 

仿效粒子处干 P 态的几率密度式由算符0组成的 
算符，称力粒子密度算符.下列积分 

Z?=j^ h ^ (64. 26) 

在二次 量子化 尜述中代表系统的粒子总数算符.这是芮为，把 
(64. 20) 式的算符0代入，作应用波函数的正交归一化性质，可得 

式屮的每 - I 项代 表第〗 个态中的粒子数算符;稂据 (64. 9) 式，其本 
征值等干占冇数 i \， 对所有的求和后，就是系统中的粒子总 
数①. 

谅后,如果系统是由儿类不同的坡色 T 组成的，二次量子化方 
法中必须对毎类粒子定义出6和 P 算符.属于不同类别的粒子 
算符显然是対易的. 

§65. 二次量子化 • 费密统计情形 

对服从费密统计的全同粒子所组成的多粒了系统而言，二次 
R - f 化方法的基本理论全部保持不变， 但是心 算符以及物理量的 
矩阵元公式自然有所不同. 

Ay $ 波函数现在免 ( 61 . 5) 形次.由于这个雨数的反对称 

(”对一个具朽价定粒+.数的系统讲朿.这个论述 S 冉明的.这是自由位子系决 
哈密顿竜 （ m . iy) 式的一种性质，但推广到相对论押论中时 f 会产生斩的+再 fi 吲内4 
果 t 参：！芯四卷， S ID. 
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性，首先就产屯 f 符 V 问题.这个问题在玻色统计惜胗足没冇的. 
闪芳上节的波函数是对称波函数，它的符号一旦选定后，对粒 - f 的 
所冇迓换均保持不变.为了确定 ( S 1* 5 ) 式函数的符号起我们 
规定以下的选择方砝.我们把所有的 t 态编好号码.然后令 
( 61 . 5 ) 行列式中的各行桉以 r 次序排列： 

(65, 1) 

这个行列又中的各列依次为 L …上 等不同变1的函数 . Pi ， 
P 2, …，乳 v 屮不能存 M 个数侦 梠冋， 不然，该行列式将等 T 零 ，换句 
店说，占有数的取值只能是零或 I . 

我们再来考虑（认1〕形式的算符 # ” = 和以 4 中的 

a 

惜形一样.只有保持 m 柯占有数不变的耶些跃辽妬阵元，以及使一 
个 a 有数 d ) 减少一（从1变到零）另一个々轲数(凡.）增加一（从 
零变到 1) 的那些跃迁矩阵元方不等于零. iC /； 时，容易求得 

<1 ‘， 0, ^>|0‘， u > : (65. 2) 

其中1,代表瓦 ; =-0,及 ; =：1.令符号 /) 代崁第 &个 态到 
第？个态的所有土存数之和叫 

t 

2( 办， l)-- ^N n . 

r, = k 

至于对角矩阵元，求得的结果就是以前的 (64. 4) 式： 

(65.3) 

1 

为了把筇符斤 11 表成 (64.13) 形式，笕符&必须按下列矩阵 
元定义之： 

<O i ]a i ]l i > — <l i \a^\O i >— (― 1 )^ 卜 d ， （ 65 . 4 ) 

① 时， （65-2) 式的鉍汝为 邱屮 1. i -1)， 但当 i — A : 士 i 时，这个和令它 

m 
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以上两个矩阵和乘 1 当 k 〉 i 时叮得 

0 k \ ata ^\0 { , 1 汐二广 |0., Op <0‘, O ^ aJO ^ l t > 

= ( 一 1) Stir l - i ? (一 + 

或- 

<1(, iVWatlO 、， 3 t > .... ( —l) 2 ' J + 1 ' t_1> . (CG. 5) 

mii ^ ata , 矩阵为对角矩阵它的矩阵元 3 Yel N 等下二 
当 , Y ; = 0 时等于零；因此，" I 写成 

at^i ^^ Ni ， (65.6) 

将以上两式代人 (64.13)^, 确夂得出 （65. 2), (65. 3) 式. 

将 rit ,^ 按相反次序相乘，便得 

<1 ;， Ojt a i' a t I Oj , ^ 1 ； T Ojt I tr t 11；, 1 *>< 1, It I j 0^, 

_ ■■ ( __ 1 ) Z<1 ? t — I > + E<d+l f fc - I : + E(1- i — 1J+1 

或 

<1, ， 0 t h<10 卜 l fc > = -( — 

以 (65. 7) 和 （65. 5) 比较.可知两式右边符兮相反 ， BP 

/ d - 0 { i + k 、. 

对子对角矩阵我们求得 

a^af - l -- N it 

此式 4(65. S ) 式相加，得 

did ( +atdi = 1, 

以 b 两式可并写成 

/> ■ H - ^ ： /> \ /> r 

ai ： i ^ ---= c … 

经过 H 样的计算， nlij }-； a . a , 乘积满足下列关 系式： 

•!**« «*■«.，* 夂 -U 

a ^ a k - — 'J 

(特別_存^,=0). 

山此可见」时，心和 U 或铎符反对易，而在玻色统 
im 形，这两个算符彼此对这种差别是十分内然的.紐色 


( 65 , 7 ) 

(6 o . S ) 

( 65 . 9 ) 
< 65 . 10 ) 
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统 t 卜情形 下， 算符 A 和 I 是完仝独立的;刼一个算符 i 只作用在 
一个单独的变盘上，作用的结果并不依赖 子其 它占有数的数 
值.位在费密统计情形下，根据 （65. 4) 式的定义， 算符么 作用的 
结果不仉与本身冇关,并且和该态之前的所有占有数有 关：因 
此，各个算符 L ‘的作用不能认为是彼此独立的. 

算符 A 和心 的性质如此定义以后，留下的 （64.13) 到 （64. 
18) 的所有其它公式仝部保持不变 . 圯 （64. 20) 忒定义的 算符# 表 
出的物理是算符的 (64. 23) 到 （64. 25) 各式，也都很好地成立.但 
是 (64. 21)， （64. 22) 式中的对易规则，现在要改成 

七 (幻丄 + : H (65.11) 

V"(^)^(|) + ^(|)0(n-O. (65. 12) 

如果系统由两类粒子所纟[ I 成，则对每类粒子可以引进它的 
次量子化算符（己在上节之末提 H ). 坡色子算符和费密子算符彼 
此对易.至于异类费密子的算符，则在非相对抡的理论范围内 W 
以假定或则对易或则反对易;这两种假定，仵〔次 M 子化方法中衍 
出同一结果， 

但在相对沦理抢中，不^〗的粒子可以进行相互转变，为了今后 
在泫理论中的应用起见，我们就应假定不向 费密了的产生 览符和 
消失算符相互反对易.如果把同一复合粒-了•的网个不同内态看作 
两个“不冏”粒子，这个假定就变得很明显. 
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第 + 章原 子 

§66. 原子的能级 

在非相对论近似下，原子的定态是由运动于核库伦场内彼此 
间具冇电作用的多电了-系统的薛定谔方程确定的；这个方程中不 
出现 ill 子的自旋算符.我们知道，处] 1 球对称外场中的一个多拉 
孑系统，总轨道角动显^和态的宇称部是守 m 的.因此，原子的魟 
个定态将由轨道角动量的某个定位 i 及其宇称来标志.此外，全 
叫粒孓系统的定态坐标波函数具屯一定的跫换对称性，我们已在 
兰63中看到，对一个多电子系统讲来，每一类置换对称性（即毎一 
种杨氏图）对应千系统总自旋的某个定值.因此，原子的每个定态 
述山乜子的总自旋 S 所标志 . 

一个凡冇给定^和工胺的能级是简并的，其简并度等于矢 k 
S 和 L 的所有可能的空间取向数. L 和 S 的空间取向简并度分别 
为 2 Z-I 1和 2 S + 1. 冈此，具有给定 I 和&值 的一个能级的总问 
并度等于艰积(2丄 r 1) (2^ i -1). 

但在究际上，电子的 lU 磁作用中含冇依赖于其 D 旋的枏对论 
效应.这箜效应使得原子的能量不但依赖十矢 M L 和 S 的绝对 
值，而目.还侬赖干两者的枏对位置.严格讲来《计及相对论作用以 
后， 原子的 总轨道角动量 L 和 Cl 旋 S 不再分别守恒. 只有 总免动 
量 J 二 L : S 才是守 恒的； 这是来自封闭系统空间各向 同性 的一个 
普遍的精确守 tri 律.由于这一点，棺确的能级应该用总角动 i 值 
J 乘标志. 

但若 相对 论效应比较小（往往如此)，則可当作微扰处理，在这 
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种微扰的作用下，具冇给定 i 和 S 值的--个简并能纹 就“ 分裂”成 
为一组总免动 蹵 Jm 各不相同的（然而是靠近的 ) 不同能级.这些 
能级（在一级近似下）兩适当的久期方程（纟 39) 所确定，它们的（零 
级近似)波函数则为原简并能级中具有给定 i 和 S 估的那葚波函 
数的某种特定线性组合.在这样的近 似夂， 我们就能和以前一样， 
把轨道尚动觉和 n 旋的绝对沆（但不是它们的方向）符成足守恒 
的，井且仍用这些 i 和 s 値來标志所分裂的能级. 

由此可见，怍为相对论效应的结果，具有给定 i 和^值的一个 
能级分裂成为一组具有不同 j 诹的能级.这样的分裂就称为该能 
级的精细结构(或多重分裂）.我们知道，/的取攸可从 / d 宜 
到 i i 一 & ; 因此乳有给定 L 和 S 位的一个能级分贺成为 2 S 十 I 个 
(如果 L > S )- 鼓 2 L 丄1 个(如果抝不同的能级.每一个分製能 
级，对 j 矢 M 的方向而言,仍然是简井的；犹简并度等干 2 J + 3. 容 
易验证, 数值 2/ + 1 对所有耐能的^值求和之后果嵙等于 

(2 乙 + 1)(2 汉 + 1). 

原子能级(或称为该原子的谱项）的常用记号，类耵子具布确 
定 角动景 的单粒子态所州的记号〔§ 32)； 总轨道匍动量值 i 不同 
的态分别用以下的大写拉丁字母标 记之： 

L ^ O , 1, 2 , 3, 4 , 5, 6, 7, 8, 9, 10… 

P, D f F t G, H, l t K t L, M t N … 

这些字母的左上炻标以数值 2 S + 1, 称为该谱项的多雳度①(但是 
必须记住，这个值只当时才等于该能级的精细结构组分数）. 
总角动贵 J 怊则放在拉丁字母的右下角，例如，符号屮 2 P,n 
分別表示 L = 衣= 1/2, J = l /2 和3/2的能级， 


① + 的能级 . 分別称为单1,双蜇，三显，…能级. 
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§67. 原子中的电子态 

拥有一个以上电子的 原子， 是由运动于泫场内的相互作用着 
的电子所组成的一个; u 杂系统.对于这样的系说，严格讲来 t 我 m 
只可能考虑整个系统的态 . m 娃我们发現，在颇为特确的范围内， 
有可能在原子中引入如个申 Jii 子态的寂念，这种态就是每个电-「 
在原子核和典余电子所产生的某种等效辏力场中运动的定态.这 
种等效场,对鹿子中的不同电了■讲來一般是不冋的,它们必须 m 时 
加以确定，闶为铤个等效场都依 赖丁所 有其它电子所处的态.这 
样的等效场称为自洽场. 

由于卩彳洽场是球对称的，鉍个电子态就由它的轨道角动贵的 
某个定值/来标志，具有某一给定/ m 的各个萆乜子态是州主置 

子数 n (按能量的递增次序)加以编号的，《的取倚为 

1 ^ I - 2 , ; 

这样规定的编 ㊂ 次序，与沒原子采用的編号次序-致.沮是必项 
注意，复杂 原子中 （ m 不同的各个能级的能请递增次序，一般不 
同 丁氢原 >的惜形. 在蓺 原子中，能❺不浓赖子〖，所以《值较大 
的态总是具冇较卨的能量.但在复杂原子中， 以^ = 5，；-_0 的能 
级为例，我们发现它处于 N = 4, Z = 2能级的下面（这在 s 70中有更 
详细的讨论）. 

n 和 （值不 同的各种单电子态，习惯上用一个数字标志它的 
:七莆子数，并在其后跟一个字母标忐它的？ 值①： 例如 HI W 丧示 
n = i t 的态.要对一个原子进行完全的描述，除了需要总的 

L , S , J 值 以外， 述耑列举出所有电冽如符号代 
表铽原子的 一 个态，它的 i = l , 8 = 1 , *7 = 0,井且两个电子分别 

①另一种常的术 语： 袅把主垃子敫1,2, 3,…的4子分别称为 K . L . M -- 
究层内的电子（芗阅§ 74). 
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处 干“和 扑态.假如贫几个电子处于 Z 和竹倍相同的态中-为 
简便 H % 我们用-个幂指数之： 例如邛 2 表示冇两 >4+处子 
态内.原了-中的电子在〃和〗值不同的各态中所其有灼分布， 
称 为电子组态. 

给定了 n 和？ 怄以 后，4+违可以具有沿3轴的不同的轨逍 
角动量投影值(《0和不 N 的自旋投影攸 ( W .若^ —也 m 可取2/4 
1个情； or 只限取士 V 2 两个值.因此典有 2(2 i + l ) 个不冋的态玨 
柯相 M 的找和 Z 值；这些态称为等效的态.根据泡利原_，毎一个 
这样的态中只能有一个电子.因此在一个原子中至多只能有 
2(2 f 十 1) 个电子可以同时具耵相同的《和！值..具有同一 R 和^ 
值的所有各态如果都被电子所占满，这组电？就称为一个〜丨型 
的闭合壳层. 

具有不同 L 和 S 值但有相同电子组态的各个原子能级，它们 
之间的能量差足由电子间的静电作川 ® 引起的.这些能€萆通常 
是很小的，只冇不同组态能级间距的儿分之一，关 于组态 H 〗 同而 
L 及 S 不 N 的各 t 能级的相对位置问题， 存芘 苕以下的经验规则 
(洪德定则； F . HundI 925)； 

能量最低的谱项具有（所给电子组态中）最大可能的6慷以及 
(对这个 S 值而言）最大可能的⑧ 

对一个已知的电子组态，我们现在来说明如何求出可能的 it ： 
原子谱项.如果其中的电子都是不等效的， i 和谷的各种4能沿 


①我们这里不考虑苺个多重能级的榨细结构. 

© 耍求5值最大的原因，可怍如下的解#.以双电子系统为例.此时有 s = 
忒 S =]; 角旋1对应于一个反对称的坐标波闲数.当 r , ^ r t f !- h 这个函数等 
千零 I 换句兑，在占= f 约态中找到两个 r | j - 了■紧密兹近的几 串足拫 小的.这雜着 
它们2间的静电斥力比较弱，因而能迓比较诋 . 同浬，对一►个多电子系统讲来，“最反 
对称”的邪个坐标 波阐议 对应于琨人的 A 旋值. 
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可以用角动量相加汰则直接求出 . 例如对干叫，组态和 V 
不相等)，总角动量 i 可取2, 1, 0诸值而总自旋 S = 0, 1;两者组合 
起来，可得 U 叹 M/V，％ 诸谱项， 

如果我们考虑的是等效电子，就会出现泡利原理所加的限制. 
以三个等效 P 电子所近成的组态为例 . Z = 1 时 G 态)，轨逍角动 
量的投影 m 可取 m = l , 0, — 1诸倍，因此共有六种矸能的态，分別 
具有以下的 m 和 or 值： 

W h l / 2 t ( b ) 0，1/2， ⑷ 一1，1/2， 

(心 1,-1/2 ， (b s ) 0 ，一 1/2,(〆 ） -l f -l/2. 

三个乜子可以处于上列任总三个不 M 态屮.结果所得的各种原孑 
态，分别具布以下的总轨道角动量投影』 h = 艺抑 和总向旋投影 

(a-\ a'-\ i>)2, 1/2 (a^a r -\-c) 1, 1/2 (a-\ bc) 0,3/2 

(a rb \ 6)1 ， 1/2 (a-^b ^ c ! )0 r 1 /2 

c )0, 1/2 

(a \ b i c)0, 1/2 

为负值的态勿须写出，因为它们井不给出新的内容. 

= +态的存在，尜明一定有一个％谱项，对这个谱 

项讲来一定还有一个各和一个(0,去)态，其次，我们还剩 

I ^一个(\ 因此一定有一个$谱项；述有一个 

下这个谱项的.最后，所刴下的 （0.3/2) 态和 （0, 1/ 2) 态是属 十 
W 谱项的.由此可见，对三个等效 J 电+ 的组态讲來，只4能打 
D } 屮谱项各一个. 
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尜 1 中列出了等效 f 电 f n 冷效屯子的 斗 种 m 态及其 : 能 
K 有的各种 诎项. 描项符号下而标出的数字，表示所给组态屮 d 
种谱项的数 H 超过了一.对千等效电 了数 达到最大骯的邢些组态 
讲来 （ AAW …），谱项总是如果一个组态所具有的电 子数 
止好等千另一组态形成闭 合壳层 时所缺少的 | U 了_数，邡么这两个 
组态就凡有和问的 W 项.这个紡论来 D —个叨敁的市灾，叩壳层 
中央去一 个电了 •可以右作多出一个“爷穴”，这个“空穴”态同样可 
_ m 所失屯+态的 m 子数加 a 定义. 


表 1. 锌敖电子的组态所能具有的谱项 


P> V 5 

p 2 > p 4 
p 3 

1 

'.~F 

、sn 

•■•PD 

i 

S P 


d 、 d 9 i 

I ■/? 




-sna 

S PF 


d\ d 11 

^PDFOB 

4 FF 


d f 

、SDFnr 

a PDFGJJ 

f D 


^SPDFCHf 

: i .. •• 

*pn?^G 

*S 


应用洪德定则确定已知电+组态的览子栽项时 . 我们只需考 
虑未满売^因为满壳尼内的电子粑动踅 c 线相力:抒销掉.举例来 
阱，设在原 了的 满壳煜外具冇四个电子.电子的磁蜻子数可 
取0，土 1, 士2五个悄 . 闶此四个 rf 电子可取相同的 r 彳旋投影値 
a =1 /2,总「1旋的可能倚从而为 S ' 2 . 此后.这呼电=必须 
取不同的州侦，以致它们纶出谅大的」1 = 2饥仍；这叫 m 怕:应该 
^2, 1 : 0, -1, 因而 = 2 这就丧明， N =-2 时 L 的最大可能情 

也是2,其谱项力 

例 题 

试求三个等效户屯子系统的許#可衍态的轨道沖闲钤， 

解. W 态屮所 PtiT 的户旋投以沾 o ■扣良故不州冏.波敁玫由 
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函数 化， 分 -/ 下标代表 mE) 所 m 成的 a」. 5 ) 式形 状的拧 列式所给出 t 
对啟项，我们先來考虑異右最大可能值 j^=2 的态 . 此时 m 的两个 
衍必须等 _ 丁 1 ，而另一个等于 0. 设电二 2 ， 3 的 ort + 1/l 电子 1 的 a = 
—1/ 以与总自旋 1/2 — 致 )+ 与此相应， : it 有所需对称性的轨逬波函数为 

每个函致於的宗量代表上述电 T 的编号， 

对 2 尸济项，我们研究 M l ^ I 的态，电子的6旋投影值和以前一样.这 
个态可以由两组不同的 m 值来实现，因此轨道波函数由下列线性组合式给 
出： 


垆 1时=心 （1) [Pi (2)仏（3) — ^ 1 (3)^ n (2)]. 

为了确定其系数，我们利用关系式 

这是 = X ■的波闲钕必须满足的关系式[见 （27. S )」. 利用 (27.12) ^ j.^Pr 
元,求得 

入 /'s A 

® ~ ^ + ^-i — \/ 2垆0， ^ + ^o = 2 ^ p\i 

因而有 

A 

L—'h \/~2 (a — b) ^piL = 0. 

fljUtr ^- i - O , 再计及归--化条件，叩# a ^ b ^ l /2. 

把£_算符作用在所得函数上，可砑 Ml < L 的各个状态孜函数， 


§68. 类氢能级 


薛定谔方揑能够精确解出的唯一原子，就是一切原子中最简 
单的溢原子.氢原 f 以及只含一个电子的离子 He ' Li 〃…， 它们 
的能级避白玻尔公式 （36. 10) 给出 的： 


2^(1 \- m / M ) 
式中的 Ze 是原孑梭的电荷， I 是核质最， 
这里与核质 垃的关 系品极弱的. 


- V - ⑽， 1) 

n 

m 是电子的质注意， 
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( es .1) 式没有 t 十及任何相对沦效应.在这样的近似下，存在 
着§ 36中提到过的氢原子特有的咐加(偶然） 简并： 主 贵了数 n 给 
定时，能毡不依赖千轨道角动量 L 

宂它原子中也存在着类似 T 氢原 _ f 性质的态.我们所指的是 
那样 一些； 激发志，态中的一个电子具有很: A ： 的主量子数.从而基 
木上是远离原子枝的.在某种近似下，这个电子可 以肴作 是在有 
效电荷为1 的“ 原子实”的库伦场中运动.但是这样算出的能级值 
未免迚干粗糙了 一些： 有必要加进一个修正， 以便讣 及在逭距离 
内势场与纯库伦场的差别，这个修正的性质，根据以下考虑是容 
易确定的. 

甴干量子数很大的态都是准经典的，它们的能级可以用坡尔- 
索末菲 i ]: 子化规 m (“. 6〕忒求出.近梭（远小于“轨逍 iMf ) 处的 
场与库怆场的范别：形人 t 可通过修改 r -0 处的波函纹边界条 ft 
束加以考虑.送就使得径向运动 .士 r - 化条件屮的 y 常数 f ! f [初所改 
变.由于这个条件的凡它方而保持不变，因此可得出沾抡 ： mn 
的能级表式与氣原+的差别，只在于把径 a 子绞或主 i 子数《改 
成《+ A f ，其 中的乂 为某一常数(称为里德伯修 正)： 


FJ =— 


me 4 


( 68 , 2 ) 


2h 2 (w + W 

里德伯修正（按定义）与 n 无关，但它当然尨受激电子的角景 
子数 t 的函数（我们已把丨取作 A 的 K 标〕，同时也站整个原子的 
免动量 i 和 S 的函数.当 i 和 S 给站以后，随着丨的增大而很 
快地减小，；愈大，该电子在原子核附近所耗的时间愈短，因此当 
I 增大时，它的能级一定会愈来愈接近干氢原子的能级®. 


①为踔例起见 ，我们 给出氦 原了- 髙激发态里德伯您正 A 宪验值. ㊂ :原子的总 A 
旋直可以是 _ s = o 和 i 5 而在 所考虑的态内，总轨道角动殳 i 弓受激电-了•的角动 a !相 
另一个电子处于 Is 态）.各仑 m 裙伯修正 为： 对 S -0: 心一 --0. U 〕， Ai - 
+ 0,01 尔 Aa =-0,0022; 对丨=1: ioJ — 0.296, Ai = ~ 0.068, A := — fl .0029, 
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例 題 

对远离顷子实的 ■个电了， 试求共 S 态芡裒谀围数的嵌近表式. 

解.远距离处的馬为(用原子单位），所求的妒 （ r ) 函数满足下 
列薛定谔方裎： 

ifi ff +— — p'p — 0^ 

7 T 

其中试令解的形式为妒=常数 Xr T e _' 并- 略去比 hr 衰或 
得更快的项，求得 

垆=常数><^ _1 n 

§69.自洽场 

含有 * 个以 上电子的原子，它的薛定谔方程无汰怍解析解.因 
此，计算原 f 能级及卄定态波函数的各种近似方法具冇重要意义. 
共中最 m 要的方法就楚所谓自洽场法+这个方法的基本思想，就 
是把原子中的每个电了部看作是在 原了核 及其余电子所构成的 
%沿场”中运动. 

我们以氨原 t 为例，并且只限于讨论两个电了-都处于 s 态时 
的谱项以可以相冏或者不同）；此时整个原子也将处于 s 态.令 
心 ( U ) 和 ^(>2) 为两个电了-的波函数；在 S 态中，它们只能是电孑 
到原子梭的 距离 n ; r 2 的函数，整个原 子的波 函数以 r 2 ) 是这 
两个函数的对称乘积 

t — t \ 0 \) f2 ( r 2 ) -r ^ l ( r 2 ) 垆 2 ( n )， （ e 9. 1) 

还是反对称乘积 

if = V，1 —^(^2)02(0), (69.2) 

这要看所考虑态的总 If ! 旋足^-0还是 =1®. 我们将考虑沿一 


① J = o 的氪原子态通常称为仲氦态，谷=1的态则称为正氮态. 
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种倩形；此时也和 h 凼数 矸以认 为是十:交的①. 

现在来试求(⑶. 2 )形式的函数，他它成为原子真实波函数的 
最佳近似.力此目的，我们自然要从变分原理出发，并且只考虑 
呈（卵. 2) 形式的尝试函数，这个方法是山福克提出的 .© 

我们知道，薛定谔方程可以从下列变分原理得出： 

j f 益 ㈣ =极小值， 

其附加条件为 

[jlv^i W!rfF 2 = l, 

(积分是对氦原子中两个电子的坐标进行的）.变分后，得下列 
方程： 

||t5^ *(H-E) ipdVidV^ =■- 0. (69. 3) 

因此，在波函数0的任意变分下，我们就得到通常的薜定谔方程. 
在自洽场沾中，我们把(⑽. 2) 形式的0代人 （69. 3) 式中，并对化和 
函数分别进行变分. 换句诂 说，我们是针对 ( S 9. 2) 形式的各种 
0函数去寻求积分的极值；结果所得的能量本征侦.及其波函数当 
然都是不精确的，但却是能够表成 （69. 2) 形式的最佳函数+ 

氨原子的哈密顿量具有下列形式 ® 

E -H, -\ H 2 \-— r /?产 一 ( 69 - 4 ) 

^12 ^ ^1 

其屮 r 12 是 M 个 电了间 的距离.把 (69-2) 代人( 69 . 3 )进行空分，并 


① 由自洽场法求价的各种电子态欲函数…， 忙、 一般说来，并+相互夂、因 
为它们不是同一方 e 而是不同方程的解.但足在<6^ 2) 式屮，在不改变整个原子的， 
函数的条忤下，我 们可 以把…改为常数适当地选#这个常数 ， mu 

总能保证6和 w 正交. 

② B . A 』 ®ok 1930. 

③ 本节<包栝闽躲)小都采用原_了，萆位制， 
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令被积函数内 <5 化和前的系数分别等干零，容易得到下列方 
程组： 

:+ 八-卜 F. .- -H 於 ― fi'jiix' 、 0i(.r)) 

」 [ J 7 ]3 : . Ur )]^ Mr ) -0,( 

. _ 卜 { bd . o ) 

-\-A-\ 2 T +E-H u -GnW \f 2 (r) i 

丄 [ 打 12 t ^ ： 2 (r) ]^i(r) ^0 f ^ 

丼中的 

J r i2 

丑 <»& =*= j 一+△ — r ( a , &~= 1, 2) (69. 6) 

这就是应用 8 洽场法最后所得的方程组；它们只能用数值方法求 
解①. 

对于更复杂的 情形， 也能用同样方法导出一套方程式.代八变 
分原理积分式内的原 f 波 函数， 是萆电子波函数的连乘积的某种 
线性组合.这种线性组合必须这样选定：首先*它的置换对称+% 
必须4所考虑原子志的总肖旋^ 一致，其次,还应和原子总轨道角 
动量的给定值 L 1 致③. 

我们在变分原浬中采用了具有必要罝换对称性的波函数以 
后，它就自动地计及 r 原子中电子间的交换作用.如果我们略去 
交换作用，扑且略去所给电子沮态中原子能量与 z 的依赖关系 ® 


① 用_洽场法箅出的轻原子能级与光请学数据比较. 估计 这冲方法的误差约为 
5涿，某崆愤形下甚至赵 釕些， 但对芟杂原子，其设差可戠与相邻能级的 N 距大小相比 
拟，从而给出错误的 能级硕 序. 

② 关干锛力场中多电子系统波函致的一般构造方法，见 S 6 3 中提纥的 LG . 
Kaplan 的书. 

③ D. R. Harlree J 92S. 
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就可以得到一套比较简单的方程式（算出的结果固然要略差一 
些).仍以氮原子力例；此时可把电子波函数的方程 K 接写成通常 
形式的薛定谔 方程： 

~ A a ^ K - y a ( r a )\^ a ( r a ) -- 0 , ( a ^ l , 2 ) ( SO . 7) 

■ 

式中的 h 是一个电子在核库沦场及 在另一 电子的电荷分布场中 
运动时所具的势能： 

〜立 + I*」-‘（，2)抓 2 ， (69.8) 

■H r {2 

对 h 也有类似的表式.为了求出整个原子的能景 A 我们注意到 * 
A 之和中己把两个电子间的靜电作用计算了两遍，因为这个 
静电作川既在第一个电子的势能中出现，又在第二个电子 
的势能 A ( r 2 ) 中出现.所以在私_卜 A 中把电子相互作用的平均 
能量去掉一次以后，就可以得到奶即 

E = E 1 ^ E 2 -[ f—^(r t ) ^( r ^ dV . dVi . (69. 9) 

J J , J 2 

如要改进这个简化方法所得的 结果， 可在随后计及交换作川 
以及能量对 i 的依赖关系，把它们当作微扰来处理. 

例 M 

1- 试求氧原子和类氦离子（具布两个电 子以及 屯荷为 z 的原子核）丛态 
能量的近似值，把电子问的相互 fr : 用刍作微扰 > 

解+基态离 T 中的两个电子都处 n 态.未扰能是值$干类氢离子基 

态能最的两倍（因为有两个电 +): 

f?* ^ ： == 2(-Z 2 /2) 2 2 ， 

电: r 的相互作用能最对 f 列波函数（两个丨 = o 的试原子波函数的乘积)求平 
均： 

Tj+1F|N t (1 


« 
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即抖■•级近 a 的修 以值， 识分式 


1 1 丄 . 

^ r i2 

可按下式簡 ii 地算出： 


互⑴ = 2|" dF 2 p z 丄「’ p , dV u dV ^ i^trldru 
」0 T *- 0 

dF E = djrr ^ r 2j 

此火足电砘分布在球对称分布的〜=丨心| 3 场巾的能.斤；的 
敁积 函数足 itL 荷内 ( r 2 ) 拃^<~的球形场中的能量，积分式 fV ] ■的因子2考 
虑了 位形的页献.由 f : 式得 忍⑴ =52/3,最后有 


^ = E :filJ \-E (1) = -Z 1 


+ 音 Z . 


^ m^(Z = 2 ) 1 上式钉出一龙= 11/4=2.75; 氦原子苌态能译的负陆 
悒为一土二 2. S 0 原子单位 = 7 S .9 电了 ■伏， 

2-用变分法求解_1:题 | 把戍函数近(以地表成两个带女办效核电荷的钇 
原了 ■戍响故的乘积. 

解， 我们来计箅下列积 分式： 


f ( y ^ n ^ dv \ dv ^ H=~l ( Al + a 2 ) -昱一！ + .-U 

… 2 r t r z r 12 

共中的 T 取上题 （1) 入的形状，并把 （1) 式中的 Z 改成 _ ff 效电荷 f : T、 z 
的积分可按洌题 1 的方法箅出；由干薛定谔方程 


( _ t Ai _ Tr )^ i =_ T z ^ 1 ' 

♦ A ^ P 的积分就可化成 V ， W 的积分.结果得 


if ^dV.dV, ^Z\ u ^ 2ZZ, U +|z, fF 


作为及 . n 的函数，这个衮式当 Z yr[ = Z -^ Ht 具打极小低.它所对应的能 

] 6 

量值为 


E 口 




对氦原 K 上式给出—丑 =m 

要 y : 尨的；^具冇以丄心 n ■惊的浅函数（1>，6但对孔节 （1) 式形狄的所 
有函鉍讲来足敁沈的，而且对只依赖于 r ,+ r 2 的各种函数讲柒也是沿作的. 
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§70, 托 马斯费 密方程 


用自洽场法对原子中的电荷分布及场进行数値计算，是一件 
极其繁重的 工作， 尤其是对复杂原子. 伹是， 对复杂原子我们有 
另一种近似方法，这个方法的优点是简嘻；但它的结果显然要比自 
洽场法的精度差很多. 

这个方祛®所依据的事史是这样的，在拥有大景电子的复杂 
原子中：大多数朐电 子具有 比较大的主置子数，这样的条 件下， 可 
以应用准经典近似.因此，可以对其中的单电子态应; IT 相格” 
(§ 48) 的槪念. 

处于物理穿间抓体积元内动景值小于 P 的电子，对戍的相空 

间体积等于 fMW 7 . 这个体积中的“相格 ' 亦即可能态的数 n, 

等千 ©4;r P W7/3(2;rp， 这些态中的电子数在任何时刻都不能超过 
下列数值： 

2 _— dV — -^-dV 
3(2jt) s -3 / 

(轺 一“相格中只能装进自旋相反的两个电子）.在基态原子中， 
每一个 ，休 积元内的屯子必须填满(相空间内的）动量值从零直 
到某一极大值趴为止的相格，此时，电子动能在每一点都取尽可 
能小的数情.如果把 rfF 体积元内的电子数写成 WF O 为电子数 
密度），那末，各点处电 子动量 的极大值&与《的关系为 

在电子密度为〃的地方，一个电子的最大动能值因而等于 

① E. Fermi fn L. Thomas, 1 扣 7 ‘ 

© 丰节采 m 原子单位制. 

* 314 * 



導士 i ) 2/3 . (70. 1， 

其次，设 T ( r ) 为静电势,假定它在无穷远处等于零.电孑的总 

能蛰为— A 显然，毎个电子的总能量一定等子负值，否则它 

会运动到无穷远处去.我们 / H —奶)代表每点处电子总能量的极大 
值，〜是一个正的常数；如果 ㈣ 不是常数的诂，电子就会从^较 
小之处运动到…较大之处.因此我们 可写出 

(70.2) 

把 〔 70. i ) 和 (70. 2) 式等同起來，即得 

n =：2(< p -< p 0 ) T -^ j , (70.3) 

这就是原孑内各点处的电 f 密 度与势能的关 系式. 

= 时，密度 n 等干零；在的整个 S 域 A ， 显然也应 
令 n 等于零,否则 （70. 2) 式将会给出负的动能极火 m . 因此，方程 
式炉=%确定了原了的边界.但是，在总屯荷力零的球对称电荷 
分布的外面并不存在场.因此在中性原子的边界上应该有 ¥=0. 
由此得出结论，对中性原子讲来， ㈣ 常数一定要等于零.反之，离 
子的…常数并不等于零. 

下面我们考虑中性原子，因而令 ㊇ = 0. 根据静 ill 孕中的泊松 
方程，我们有把 (70. 3) 式代人这个忒子，即得托马斯^ 
费密；;沾的基本方程： 

A^ = ^p^ /2 . (70.4) 

菡态原了•的电场分布是由上式的球对称解确定的，这个解应 
该满足以下的边界条件: nO 时，9必须变成梭庳论场，即幻 
而当 r — oH 必须妨 < pr ^0. 引进 K 武定义的新变董 a ： 代替 
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Hr : 


T ^ xhZ ~^\ ^= 0.885, (70.5) 

并引进下列新的末知函数代替奶 

中 ( 70 . 6 ) 
r \ o / o x 

我们得到方程式 

Z 3/a ， (70, 7) 

Q-X 

其边界条件为时 Z 以及 ; T = CO 时 Jf =0 +这个方程不再 
含有任何参量 t 因丽定义出一个普适的 / Or ) 函数.表2给出 f 
(70. 7) 式数值积分后所得的/函数值. ％0 t ) 函数是递减的 T 并且 
只在无穷远处等于零®.换句话说，托马斯-费密模型中的原子并 
不存在迈界,形式上延伸到无穷远处. 

导数，»在 r = 0 处的消等于 y(£)) = —1.59. 因此当 f 0 
时 ZOr) 函数凡有义=1 -1*59^ 的形式，相应的势炉00 为： 

< p ( r ) =—- 1.80^ 4/s * (70. S ) 

T 

第一项是核场的势，第二项是电子在原点的势(普遍单位制中为 
—1.80 m 把 (70. 6) 代入 (70. 3) 中，可得电子密度的下 

列 表式： 

n = ^ f ( l^-) t (70. 9) 


①普通 诅泣 制中, 


Cp < T ) 二 


Ze x / rZ 1 ，， 
V' io*es5 



②方程 (70. 7) 具存一个褚确解它在无穷远处等干 T , 但是不满 
足 j 二0处的边界条件 ， 它可 以当作 / u ) 函数在 r ta 很大时的一个渐近式.达个灰 
式只有当^值很人时才能泠出很打的桁确值，可是，托马斯-费密方程在远距离处一般 
讲臾不再适 m 〔见后）. 
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我 ( n 石到，按托马斯-费密模型，不同原了中的电荷密度分布 
是桕似的，并以 z 1/3 为特征长度（在普通单位制中力 W / mfZ 1 /% 
即坡尔乍径除以 Z 〃 3 ). 如果以原子啥位贵度趿离，那么，电子密 
度达到最大值的那个距离埘所有的 Z 都是一样的，因此可以这样 
说,原 f 序为 Z 的原子中大多数的电孑 与原 r 核的距离约为 H 
的数 呈级. 数依计算表明 f 原子中乜子总电荷的一半处干半径为 
1.332 T 1/3 的球内. 

同样的考虑表明，原子中屯子的平均速度（与能量的平方根冏 
—数量级）约为於 /3 的数量级. 

托马斯-费密方程在远离原子核以及靠近原子核处都不能适 
用.它在近距离处的适用范围，由不等式 (49. ]2)所 限制； 距离更 
小时，准经典近似在核库伦场内不再成立.令 U 9. 12〕 式中的 < i _ Z , 
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a 们求得距离 r 的下限为 1； Z , 在 复杂原子中，当 r 很大时准经 
典近似也不能成立 . 容易证明，当 r 〜1时，电子的德布罗意波长 
与距离木身成为同-数量级,准经典条件无疑遭到破坏.这一点 . 
由估计 (70. 2)、 （70. 0式各项之揎可以确佶;实际上，由于 (70. 4) 
式不含 A 这个结论无耑计算就能明显看出柬.由此可见，托马斯 
-费密方程的适用 m 围，局限在大于和小干1的^离内 ， mm 
住复杂原 - f 中，绝大多数的电子实 k 上都是处丁 这个 适用范闲内. 

后一种 惜况 表明.托马斯-费密模型中 原了的 “外边界”位十 
r 〜1处，也就是原子的线度并不依赖于汊与此桕应.外电 f 的能 
量亦即原子的电离势也与 Z 无关 

藉助于托马斯-费密 方法， 可以算出总的电离能凡方即移掉中 
性原了 内企部 电子所必需的能鼉.为此 P1 的，我们有必要算出 IV 
有托马斯-费密分布的原子内电荷的靜电能；我们所求的总能遢等 
十这个静4能的一半，因为桉庳伦定律作闬 的多 粒子系统中，它的 
平均动能等干平均勢能的 一W 根据维 M 定理，见《力学>, M0). 
E 和 Z 的依赖关系可以根据以下的简单考虑事先 确定： 在电荷为 
Z 的梭场内运动的2 个电子 ，在与核的平均距离为 r m 处的静电 
能，与 Z x . Z / Z -^^ Z ^ 成正比. 数伯计 算的结果 为 E ‘-_ 20.8Z 7 ^ 

电子伏.这个对 Z 的依赖尖系 . hr 实验数裾很符合；可是系数的经 
验俏椟近于 ie . 

我们已经提 到过， 常数抑取不等于零的正值时对应于电离原 
子 4 如果我们通过 < P -- < P ,= ZX / T 来定义/函数、所得的; r 方程就 
和原先的 (70. 7) 式相 R . 但是，我们现在感兴趣的不是在无穷远 
处等于霉的中性原子那样的解，而是在有限值处等干零的 


(D 当然.这个槙型不能反映元衷周期表内出现的原子线度及其电离势对 z 的周 
期性依赖关系.此外，经聆数据还表明，当 z 増大时，原子线皮钹慢而琀定地增长 .hi 
时电 离势戒 小. 
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解;这样的解,对住意一个％尥讲来，都是存在的.在点处 t 
电荷密度和/一起等下零，恨是势能仍保持有限值. 心值 可按以 
下方式与电离度相联系.按照窃期定理，半径为 r 的球内的总电 

荷等于一把比入上式，即得离 

子的总电荷 witiT / (心）=0,故 

z = — ； (^ o )- (70. 10) 

m ^ 中的粗长曲线代表中性原子的曲线；这条曲线的下而 
是两条电离度不间的离子的曲线，旧屮的讯等 : T A 处曲 
线的切 线在纵 軸上的截距. 



图 23 

( 70 . 7 ) 式尚苷任何处都不等于零的解；这些解在无穷远处是 
发敌的.它可看作对应于负的抑常数馆 ， m 23 中也画出了两条 
这样的/( ㈤ 曲线；它们位于中性原子的曲线之上.在曲线的: r 二 
点处我们有 

A 以!） 一 a ： 〆 ⑹= 0 ， （ 70 , 11 ) 

在^^ 的球内总电荷等于零(在图上，这一点显然鱿是切线通过 
原点的那个点).如果在 A 点处把曲线截断，我们就定义了一个 
界面电荷密度不等子零的中性原子的在物理上，这相当于 
束缚在某一给定有限体积内的 K ) 五缩”原子® 

①这种方法对研究布埯 ffi 埔物质的物态方程4能有用处. 
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托砝斯-费密方程没有计及电子间的交换 作用， 达种作用的 
放应耍比小一个数量级.闶此，在托马斯-费密方法中计及 
交换作用时，还需同时计及这一数量级的其它各种效应 

例 题 

试求托马斯-赀密棋胡的屮性原 f 屮电子间靜电作用能骨与屯 T 和核柺 
i 作用能逼:问的关系. 

解.电子所产屯的场势 A 4以从总势免巾珙去核势而得到.因 
虬屯 丫间 的扣 互作 用能迻为 

U 4t = -yj ^. 9 ndV ^^-\~dV - --j (pndV 

i'---ir ^ Iww ‘ 

2 J r 4 

〔我们式 gu 表达屮],另一方电^与按的相红作用能 【. ■^和 
它们的动能 t 等+ 

U tn ^-z f - dF t 

. T 

r = 2 fp ?1 inp i dpd \^= ㈤ n V -. W ， 

« J 4/ J ， ， 

把这些及武与莉式比较，抑戈系式 

D 二一 Ljj — —T 
e * 2 *" G 1 

间时.按照维 M ^ ffl (见《力孕3> g 10)，对按痄伦定律相互作用的多粒子系统 
付工我们有冴= hr 结果得 

U €t = - yO „. 

§71. 近核处的外电子浊函数 

我们已经看到，稂据托马斯-费密模型，复杂原了⑺ m 火）中 


①这已巾 A r C. K/mnr.fm E. C. IliHJiOFCKniip (JK9T 1 !* 3l ? 9 又 7, 1356) 和 
} A.K 即耻 imOK3r_i 、 32, 115,1957 〕作出 ■ 
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的外电子主要处干商核 r 〜 1 的距离处伹原子的若干性质 
主要取决 r 原子核附近的电子密度；我们将 m 〗7 2 和§ ] 2 o 中龙 
虑这些性质.为了确定这个密度的数显級.我们来 追究/ 从远距 
离 ( r 〜 1) 变到近距离时，原子内电子波函数 t ( r ) 的变化. 

在 r 〜]的区城内，核场受到其余电子的屏蔽，因而势能 

U ( r ) ， -- 

T 

这个场内电子能级的能量值尺〜1 . 在电荷为 z 的场内，当距离具 
有玻尔半径的数量级 I 时，核场可以看成是未屏蔽的： 

•在过渡区域 l /2« r « l 内，势能 jt /丨 已比电子能量丑大很 

T 

多，并且条忤 


dr p dr s/Wl 

(声为动景)得以满足，因此电子的运动是准经典的.球对称的准 
经典波函数为 

I 則卜^〜（去⑽时） ( 7L1) 

式中系数的数量级(〜 1) 是由 r 〜1时0〜1的波函数“衔接 "条件 
确定的. 

r 〜 1/Z 时，根据 (71. 1) 式(把 — Z/r 代人式中）的数量级, 
即得近核迚的波函数愤：® 

〜々， ( 71 . 2 ) 


① 在这一节内，我们 义用原 子单位 . ^ 

② 为 r 求出此式屮的系数（当 r 〜1 区域内 的波函数为已知时)，尚须利 m rS 
1 /Z 区成内 iVK 3 S .25) 式. 
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根据辏力场内的波函数一般性质 （§ 32)，当距离进一步减小时, 
0 OO 或者在数量级上保峙为常数(对 s 电子)，或者开始减小（当 
名十0时). 

电子处干区域内的几率为 

切〜 〜^ (71. 3) 

当然， (71.2), (71. 3) 式只确定了这些随2值的增大而作出 
的系统性变化，并没冇计及从一个元素过渡到下一个元柰时的非 
系统性变化. 


§72. 原子能级的稍钿结构 

关干电子相对论性相互作用的公式推导，属于木教程下一卷 
的内容（见第四卷， 卩 33和卩 83). 这里只把4原子谱项冇关的效 
R 作一些一般介绍.我们发现,原子哈密顿盪巾的和对抡项可以分 
成两类，其中的一类含有粒子自旋算符的线性项，另一类则包含它 
的二次项.前一类相当于电了 * 轨道运动和它的自旋间的枏互作用 
C 称为自旋轨道作用 ） I 后一类相当于电子 L 1 旋间的相苴作 HK 自 
旋-自旋作用）.这两类相互作用，相对于 〃斤 而言（电子速度与光 
速之比），具有相同的数量级（二级的）；但在实院上，自旋轨道作用 
在重原子中远超过自旋-自旋作用.这是因为自旋轨道作用随着 
原子序 Z 的增大而迅速增大，然而自旋间作用基本上不依赖丁 Z 
(处后）+ 

白旋紈道作用的算符形式为 

(72. 1) 

£1 

是对原子中的所有电子求和)，式巾的 I 是电子 D 旋算符 . 
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是某种“轨道 ” 算符，也就是作用在坐标函数上的一个算符.在自洽 
场近似中，算符与电子轨道角动量算符成正比，此时可把 i ^ 
写成 


庐“ = (72. 2) 


求和式中的系数可以通过{:彳洽场中的电子势能 C /( r ) 表成如下的 


形式: 


n 2 dujrj 
2m 2 c 2 r a dr a 


(72.3) 


由千 P ( r ) I 随 r 的坍大而减小 T 所有的 

把相互作 m ( 72 . i > 看作微扰时，为了计算其能量，我们必须把 
它对未扰态求平均.这个能量的主要贡献此时来自近核 e 内，对 
电荷为 A 的核，这个 K 域的距离具冇玻尔半径(〜 Wme 2 ) 的数 

蹵级.在这区域内，核场几乎不受辟蔽 f 因而势能为 

U (r) 〜 Ze 2 /r 〜 Z 2 me 4 /ft 2 ， 


于是 


WK) 2 莘， 


上式乘以核附近发现电子的几率 w 即得 a 的卞均逍.按照（ 7 1. 3 ) 
w 〜 7 T 、 因此最后求得电子的自旋紈道相互作用能为 





这就是说它和原子内的外电子的基本能量(〜相差一个 
(2，/如） £ 因子.这个闲 - r 随着原子序的增长而迅速增民，在重原 


子内适到1的数量级. 

算符 (72. 2) 对电子未扰态的具体平均是分两步进行的 .第一 
步，先对总角动量和总自旋的绝对值给定为 Z 和 S 但； H : 方向不确 
定的那些电子态求平均，经过这样的乎均以后还是一个算符， 



但是这个算符现在不是通过单个电子的算符袭达出来，只能通过 
标志整个原子的算符表迖出来.这些算符就是 LyS . 我们把经 
过平均以后的自旋轨道作用算符记作它对^呈线性，具有 
下列形式： 

V s ^AS^, (72.4) 

式中的 d 是标志苈给(未分裂)谱项的一个常数，亦即依赖于 S 和 
1但和原子总角动量 J 无关的一个常数 

为了算出简并能级(具有给定 的&和 i 值）的分裂值，必须求 
解算符 <72. 4) 的矩阵元所组成的久期方程.但在目前倩况下，我 
们早已知道了使 hi 矩阵呈对角形式的正确零级近似波函数.这 
就是总角动景 J 具有定值的状态波函数.对这样的态求平均，相 
当于把算符换成它的本征值，根据普遍公式〔31， 2), 这个本 
征值等于 

L.S^i-[J(J f + l)-L(i+ 1 ) —⑽斗 1)]. 

由于 L 和 S 值对一个多重线的各个组分讲来都是一样的，我们所 
关心的又只是它们的相对位置，因此，可把多重分裂的能最写成以 
下 形式： 

+^7(J+1), (72.5) 

两个相邻组分(量子数为/和1的组分）的间距因而为 

①为了寿淸这个菸符的含义，我们注金菊， ft 子力學中的 平均化 相当千取某个 
合适的对角矩阵元.部分乎均化相当于取一组矩阼元，这些矩阼元对描述系统状态的 
—部分藍子数讲来是对角的 . 例如，在目前情形下，算符 <7^2) 的平均相当于构造一个 
矩阵，它由矩阵元所组成，其中和具有各种 
可能的 数值， 佴对其余董子敢（我们用 fl 代表这组迓子数）則是对饴的.与此相应， 
(72.4) 中的吝和£薛符可以费作矩阵〜 dSl . My 和其矩阵圮巳山 
U 7 h i 3) 式给出.在以后的某些处理中，同样襦耍这种分步 T 均化的手段. 
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— AJ , (72, 6) 

这个公式称为朗徳间距定刖 （1923). 

常数4可以是正的，也可以是负的. 时，多重能级的最 

低组分其有最小的 / m , 即/二別；这样的多電浅称为正多 
戯. 如见 多遥 线的最低组分则 ^} J - L \-S 的能级；这样 
的多_電线称为倒多蜇线. 

如果 - 个原 f 只有一个未满壳层，对这种原+的基态讲来，容 
忍确定/的符号.如果这个未满壳层中所装的电子数没布超过一 
半，则按洪德定则（纟 67), K: 中所装的 W 个电子的自旋相互平行， 
使得总自旋具佴最大吋能值 SH 把 S a =-s/n 代入 （72. 2) 并 
把 《 a (对冏 一壳层内的所祖 f II子I井來, A 是相㈣的）移到求和号外, 
即得 



亦即 A = a / 2S > 0 t 如果该壳 Jg 填充过半，则任( 72 . 2 )式中事先加 
进一个对空位(未满壳 以中的 空六)艰耜之项，随即把它减去.由于 
满壳 JU 的结果使算符具有只对空穴求和的形忒 

V gI =-S<xJ^s a , 

原子的总 R 旋和总轨道负动量变成5= — ^^和1=—21再 


用以前的方法,即得4二一夂即 i 4<0. 

根据以 t 的分析，对千只泠一个未满壳层的原子讲来，可以得 
出一个简屮的规则，用以给出该原子的基态如果这个未满 
壳层中的4 孓数 没有超 H ： 该壳层所能容纳的最大电了-数的—半， 
则/二1尤 一 別；如枭该壳层超过了半满，则 /= m 

我们 W 已指出过， D 旋-自旋作用不问千自旋轨道作用，它基 
本上不偯赖 T 2它姑电子间的一种直接作用，显然不会包含 
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核场. 

对白旋旋作用算符求平均，与 (72. 4) 式枏类似，得到的表 
式将是&的二次式.#和 （ S ， t ) 2 都是 S 的二次式 . 前者的氺征 
值与/无关，不会给出谱项的分裂.因此，可把它略去，而写成 

V ^ s ^ BiS ^ L ) K (72. 7) 

典中的方是一个常数.这个算符的本钲値中含有弓 J 无芙的项， 
以及与 JV + l ) 成正比的项，最后，还冇与 PG /-: I ) 2 成正比的一 
项.其中的第一项并不引起分裂，我们不感兴趣;第二项可以包括 
在 (72. 5) 式内，只是改变了一下常数次最后，第三项给出的能量 
为 

^ BJ 2 (J n )\ (72, 8) 

S 66 — §67中讨论的原子能级构造方案，是以下列假定为基 
础的，叩把电子的轨道角动量相加成为原子的总轨逍角动景 厶并 
把它们的自旋相加成泠总自旋兄我们早已指出过，这种败法，只 
有当相討论效应很小时才是合理的；更确切地说，精细结构的间距 
必须远小于 I 和 S 值不同的那些能级之问的间距.这样的近似， 
称为罗素-桑德斯情形取也称为 “/ W 耦合' 

但在实际上，这种近似的适闲范围站有 限的. 轻原子的能级 
是按 IS 耦合排列的，但当原子序增大时，原了•中的和对论相互作 

I 

用增强起来，罗素-桑德斯近似就变得不适⑴ JT ®. 还应注盘的是、 
这种近似特别不适用于商激发的 能级, 此时， 原孑中 的一个电子处 
于 ft 值很人的态中，从而基本上远离原子核 （§68). 这个电子和 

① H. N+ Russell, F. A. Saunders, 1925. 

② 怛是必顼指出，尽管描述这个耦合方式的定觅公式不适闬了，何按这种锅合 
方粜给出的能级分类，对较 e 的原子特别是对它的那些最低态（包怙基态） m 言.仍可 
能冇耷义. 
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其它运动电子间的静电作用比较弱；可是，"原 孑灾” 中的相对论相 
互作川并不因此减小. 

江相反的极端情形下，扣对论作川远超过静电作用（更精确地 
说，远超过依赖于 i 和 S 的那郃分能呈).这个时候，我们不能把 
轨迠角 动货和 n 旋分？「•来处理,因为它们不阵守恒.每个単电子 
用它的总角动景 j 来标志，由）相加成为原 「的 总角动 量人原 
子能级的这种抅造方汉祢为“力_耦合' 实际上，我们并设有在纯态 
屮碰到过 jj 耦化但是介和 jj 耦合之间的各种溫合方式. 
曾在极 m 原子的能级中观测到①. 

还柯 - 种浊特的耦合方式、铃在某些岛激发态屮观测到，此 
时的“淖子劣”仍可处十罗素-桑德斯态屮，也就是以4和 s 值为标 
志的态中，但足它与岛激发电子间的耦公则总心型的；其原因仍 
是由于这个屯子的静电作诏比较弱 . 

說原子能级的 m 細结构具冇某些特殊性.它将在本教程的第 
四卷中作出精确〖十算（培四卷，肖 34). 这 MM 须指出，当主量子数 
n 给定后, 能置只与电了 的总 角动蛰 i 因此，它的能级简并 

度并没葙完全消除棹;对一个具冇给定《和^/值的能级讲来 1 就有 

轨逍角动 i 为 z = j 土 1/2的调个态（除非 j 逍等于这是 R 

给定后的最大 j 值).例如，的能级分裂成为三个能级，其中 
的 ^ l ^ Pl 盔属于一个能级， p 3 和 A 态属于另一个能级，^5则属 

T 2 J T 3 

于第三个能级. 


§73. 门捷列夫元素周期系 

元素按原子序的递增次序排列以后，呈现出性质上的周期性 

①关于各种瑀合方案及其定证方商的问题，详见下书： E.lLCondoi G 」 I. 
Shortleyj The Theory of Atomic Spectra, Cambridge University Prtis, 
1935, 


* 127 * 




变化①，要阐明这种变化的本质，必须研究原 - r 的各个 电子必 髟逐 
步被填允时的特点.周期系的理论是由玻尔②提出的 . 

从一个原子过渡到下一个原子时，电荷增加1，并冇一个电子 
添入壳 M 中.初想起来，每个栉继添人的电子，它的结合能似应随 
原子序的增大而逐渐递增，但实际变化却完全不站这样. 

基态氢原子中，只冇一个处于 u 态的电子.下一个元素蓺的 
原子中，添加 r 沿一个 is 电子，可是氨原+内毎个 k 电子的结合 
能要比氢原+内的电子结合能大很多.这是一种汽然的结累，因为 
氢原 子内电 f 所迚的场不同于添加到 He + 离子内的一个电子所 
处的场.这两个颂在远跹处近似地相同，但在近核处 , z =2的 He + 
离子场则比 Z = i 的氢核场强得多.在锂原子 3) 中，第三个 
电子只能坍人。态，因为 k 态中不 可能冏 时枰在两个以上的电 
对一个给定的2 怙而言能级髙子 U 能级； 但这两个能级 
都随核电荷的增加而下降.但从 Z = 2过渡到 Z = 3时，前一祌效 
应是: ii 要的，所以 Li 原子中第三个电子的结合能远小于氩原子中 
电子的结合能.再往下，从 Be(Z = 4 ) 原子到 Ne ( Z = MO ) 瓯子，先 
填人一个&电子，再陆续填入6个 2 p 电子.这些电子的结合能, 
由子核01荷的增人而平均地増大.再下一个电子的添人，轮到 Na 
(2 = 11) 原子，它只能填到 3 s 态，由 T 这个填人更髙 壳层 内的效 
应要大干桉屯荷增大的效应，所以结合能耳次显著地下降. 

电子壳层的 k 述填允图象反映广各元柰构成的整个系列的特 
征.全部电子态可以分成若干个依次被填充的组 f 当银组中的各 
态依次被填充时，结合能平均地增大，但当轮到下一组的态开始被 
坑充时，结合能乂显著地下降 .閉 U 是川光谱学数据绘出的元素 
E ; i 离势；这些电离势确定了一个元素过渡到下一个元素时所填入 

Ct If. Mefl^eneen 1B69. 

(g) N-Bohj 1&2£- 
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电子的结合能. 

各祌不同的态按下列方式分成若千个依次被填充 的组: 


Is . 2个电子 1 

2s, 2 p . 8 个电子 j 

3s t 3p.8 个电子 

4 s , 3 d , 4 p <.. . . . IS 个电子卜 (73, 1) 

5 s , 4 d , 5 p .18 个电子 j 

6 s 7 4 f , 5 d , 6 f .32 个电子\ 

7 s ,6 d ，5 f . ) 


第一组在 H 和 He 内填充完毕；諧二组和箔三组的填充和当于周 
期崁中的前两个(短>周期，每个 M1 期含有8个元素.随后是两个 
设周期，每个周期含有个元素，还有一个包括稀土元素在内的 
位周期，共含32个元柰.最后一组的态对自然界的现有元素（以 
及人造的超铀元秦）讲来还未被坑满. 

为了理解每组的态被墙满时元素性质上的变化，指出和 f 
态不同于 s 和 P 态的下列特性是十分重耍的.对重原子内的…个 
电子讲来，辏力场（由静电场及离心场相加而成）的有效势能曲线， 
在原点附近有一个急剧的近乎垂直的 F 降，降到站一很深的极小 
値后，再回升起来，然后渐近地趋干零.对于 s 态和/态，这呰曲线 
的上升部分彼此靠得很近.这就表 H 儿这鸣态中的电了-与原子桉 
的距离差不多相等.反之，3态特別足/态的曲线要向左移得很 
多；这些曲线所确定的“经典通区' 比呉符同一电子总能景的各 s 
态和 P 志更为 靠近原 子核.换句话说，^态和: T 态的电孑，火侔上 
要比 s 态和 p 态的屯 _ f 更加靠近原子核. 

原子的许多件质(包括元素的化学性质，见自 81) 主耍取决于 
电子壳以的外壳 W . 从这一点讲束 J 态和/态的上沾特点是 作常 
m 要的.例如，当时态开始填充时（见下面的 m 土元素 x 新忒入 
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的电子要比先填人的电 f 更加靠近原 f 核'结裝，使这些新添电 f 
对元素的化学性质差不多不发生影响，所有的稀上元素就有卜分 
相似的化学性质. 

含冇闭合 d 壳层和闭合/壳以(或者完全不含这些売层)的元 
素， 称为主族元素； d 和 / 态正在填充中的元素称为过浚族 元素. 
我们最好把这两族元素分开來考虑. 

先考虑主族元素.氢和銥具有下列基态 

iH ： s He ： Is 21 私 

(化学符号左下角的数字代表原子序）.共佘:1£族元素的电子组态 
见表 3. 


主族元索中原子的电子组态 
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■ 



i 


■ 


4s 1 ip* 


rAg 

■ 

‘.in 

nSn i 

fr： Sb 

iiTc 


a*X t 

4d lB 
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每个原子的闭合壳层觅表中 ㊉ 行及以上各行的右端.它的未 
满壳层的电子组态 E 同列之首，这些态中电子的主贳 f 数见同行 
的左端.整个原子的基态见表底.例如，铝原子的电子组态为 W 
2 p ^3 s ^ P w ^ 

某态原子的厶和 S 值可按洪德定则< § 67) 确定（电子的组态. 
为已知）， J 值则 按卩72中指出的规则确定 a 
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愔性气体的原子 ( He , Ne , A f Kr , Xe ( Rn ) 作表中山_打特碑的 
地化：每个原子正好是把 (73. 1) 中列平的一个组态完全填满.它们 
的电子组态具有异常的 稳定迚 （它们的屯离势在其所属的系内都 
适最大的）.这就产生了这些元素的化惰性. 

我们看到，主族元素中不同态的坑允次序是极佾规 则的： 对钿 
一个主*子数 R 而言，总是先墙 s 态洱塊 i > 态+这些元素的离 -T 
的电子组态 iii 是很有蜆则的 （ 宵到把^或/売层巾的电+电灼掉 
为止）：铋个离子 A 有和前一个原户相 > V : 的组杏.例如 ， Mg H 
具有 Na 原子的魟态， Mg ++ 离子 n 有 Ne 原子的纟 11态. 

现在来考虑过渡族元素 . 3足5^ 充运正 在填充中的 x 柰 
分别称为铁族 s 钯族和铂族 X 素.表4中列出了这儿族元素的乜 
子组态及原子谱项，它们是从光谱9数谣衍知的. il {^ 4可知 ， d 
売层的培允要比 i 三族乂尜中坑充不规扪得很多.农 
中有一个上耍特征及 s 态和^态间的“竞？象.这々视十卜列 
事实，当 P 增加时，往往不按疋枧次序填成以/组态，而出现 
型或哐的组态.例如，铁族兀尜中 ， Cr ^ f ■的 组志 
是3^45而不逛 3 dUs 2 ； 在含栺8个 cf 屯子的 Ni 之^立刻是 d 


表 4. 铁族，铂族和铂族元棄中原子的电子组态 
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* 族 
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壳层被完全填满的 Cu 原子（铜原子因此放在主族中）.这样的不 
规则性也能在离子的谱项中观 察到： 这些离子的电子组态，一般讲 
来，与前一个原子的组态并不完全一致.例如， V + 离子具有 3 W 
的组态(不罡 Ti 原子的3^45 2 组 态）； Fe + 离子具有 3 dHs 的组态 
(不是 Mn 原子的 3 d 5 4 /组态）.我们可以指出，在晶体及溶液中 
所有自然状态的离子，它们的未满壳层中只含 rf 电子（不含 s 或 P 
电子）.例如，晶体或溶液中找到的铁离子只有 Fe ++ 和 Fe +++ ， 它 
们的纟 11态分別为 3 d 6 和 

类似的情况也出现在奸壳层的填充中，这些元素称为 稀土族 
元素(表 5)3). 4/壳层的填充也是不太规则的，其特点是4/, 5义 
和以 态间的"竞争' 

最后一族过渡元素是从锕开始的.与稀土族元素相类似，锕 
族元素填充若似和5/壳坛（表 6 ), 

怍为本节的结束，我们来 H 论一下托马斯-费密方法的一个有 
趣应用，我们看到.： P 壳层中的电子首先出现在第五号元素 B 
(硼）中/咆子首先出现在2 = 21的 Sc (钪〉 中，/电子首先出现在 
Z 二58的 Ce (铈）中.这些 Z 值可用托马斯-费密方法预言出来， 

①有些化7书上往往把 Lu 也瘅在稀上元素内.但这炅不正确的，由于 Lu 中的 
4/壳层 e 被 填满； is 此必須按表4所冶放在铂族内， 
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表 5. 嫌土族元棄中谭子的电子组态 
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表 6. 鋼族元素中厣子的电子组态 
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其法如下. 


复杂原+内轨道角动量为〗的电子是以下列有效势能运 

动的 


第一项是托马斯-费密势 < P ( r ) 所描述的电场中的势能.第二项是 
离心能，因为运动是准经典的，所以其中的 Ki + l ) 已改为 

y )"* 由于原子中的电子总能毡是负的，如果对所有 

的 r 讲来都有 和/ 为给定），那末该原子中显然不可 
能存在具有所给 Z 值的电子.如果闷定 i 值而变我们发现，当 
z 值足够小时，实阮上到处都有 t / f ( r )>0. 当 z 值增大达到某一 
值时， C/f A ( r ) 曲线开始和横轴相 接触； 2值再大时，就会出现 


①和 § 70 — 样，我们采用庳子单位 + 

}}4 - 










的 E 域.因此其有给定丨植的电子#次戌原 了屮 出现时 
所需的2怙，是由 a ( r ) 曲线弓横轴相切的条件确定的， 岜就 迠由 
以下两式确定的： 


2 


fA ( r ) 二 -<p \- 


2 


2/ 


2 


U \( j )-- - q > f ( r )- 


2 


T 


3 


把 <70. 6) 式的势代入 h 式，得下列方程: 


Z ⑽ 


x ( x ) 


2/3 


2 


x 


3 jt 


x 


^ 2 / ^ xX f ( x ) - X ( x } = _ ? / 4 \ 
x \ 3jt / 




第一式的两迠除以第二式的两边，叩得^的方程次 


Z ^ Cx ) 


l _ 

X 


然后，用 d 2) 的第一式求 Z . 数蛀计算后，得 

名= 0，155⑵ + 1)' 


(73*2) 


这个式子表出了具有给定；俏的电子首次在原子中出现时的 Z 
值;: K: 误差约10%. 

如果把系数 0.155 改成0.17,可得很精确的 结果： 

Z =0.17(2; + 1)' (73-3 、 

Z = l ，2,3 时，上式四含五人取最近整数值后，目卩得正确怙5, 21， 
58. / = 4时， （73. 3) 式给出2 = I 24 ;这尜明？电子要在第12 4 兮 
元素中才能首次出现. 


■ 
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§74. X 射线谱项 

原子中内电子的结合能如此之大，以致当这样一个内电子跃 
迁到未满的外壳层中（或脱离原子）时，这个受激原 T (或离子）梠 
对干电离来讲将处于力学 t 的不稳定状态，伴随希这沖电离，将发 
生电子壳层的重建以及彤成稳定的 离子. 但由于原了-中电子间的 
相互作用比较弱，产生这种跃迁的几卓比较小，因而激发态的奇命 
T 比较长.由于能级“宽度比较小(见§44)，我 fj 就有理由把 
具有受激内电子的原了 能量， 看作该原 子的一 些“准定态 " 分立能 
级.这些能级称为 X 射线谱项® . 

X 射线谱项的分类，主要根据移去电子的那个封闭壳层，也就 
是形成“空穴”的 b 卩个电子壳 m 而定.至千这个电子哓竞移到 r 哪 
一 个外壳层，这对原子的能量几乎投苻什么影响， 闶而 是不重 
要的. 

填满某一壳层的一组电子，它们的总角动 M 等于零.去掉一 
个电子以后，这个壳层获得某一洧动置乂对^ D 壳层讲来，角 

动是 < /显然可取〖士 I 两个值.因此,所得的能级可以记作 

2 s 1/2 , 2 p 1/s , 2 p 3/2 ，…， 其中的 j 值是作为下标附记在指示空穴所在 
的字母下的.但在习惯上，常用以下的专门记兮代表这些 能级： 
1~2, 2si/2t ^lh/2t 35j/ 2j 3p 3 / 2? 3d^/2, … 

K JL! Ijjs_ Af j 31 u .M -^iv il/v 

n -4 f 5 f 6 的能级相应地用#， O , P 等字母标记之 + 

n 值相同的那些能级彼此靠得很近(用冏 一 大写字母标记之)， 
而与不同《值的那些能级远离.其原因在于这些内电子离梭相对 
来说较近，电子所处的场差不多是未屏蔽的核场.与此相应，它们 

①这个名称的來濂，是由于达些能级间的跃迁以起该原子犮射出 X 射线. 
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的态足“类氢”态，它们的能量在一级近似屮等于一 zv ⑽ (用原子 
萆位），也就是只和《有关.老虑了扣对论效应以后， i 值不同的 
谱项就彼此分开（参阅§72突于氢原+能级桔细结构的讨论〕，例 
如山，与 分丌 ； V M mt M lv 分开.这样的一对能 
级称为相对论双线 . j m 相同丨泊:不同的谱顼（例如 L 和心， 

和 U ， 它们的分裂是由 T 内电子所处的场已与核库伦场有所不 
R ， 也就是这时计及了该电子与其它电 T 的相互作用.这样的一 
对能级称为屛蔽双线.其余电子在核附近产生的势是电子“类 &T 
能 M 的卜:耍修 正项， 它与於 /3 成正比[见 (70. 8)]. 但由于这个修 
正项既和 n 无艾，也和丨无关，它并不影响到能级间距.因此，能 
级差的上要修正项果自一个电子与其邻近电子间的扣互作用.由 
T 内电子间的间距 r 〜 1 /Z (在 IU 荷为 Z 的场内的玻尔半径），上述 
作用的能量为〜〜及考虑了这个修正后，在同样的精度内， 
叶以把 X 射线谱项的能最写作 一 共中的 G 
娃一个比 Z 小很多的量，可看作梭电荷的屏 蔽怵. 

除了电子壳居内一个“空穴 ” 的 X 射线谱项外，也可能#在两 
个和三个“空穴"的谱顼.由于内 电了的 自旋轨道作用很强，故空 
穴的相互耦合为 jj 耦合. 

X 射线谱项的宽度取决于重建电子壳层从而填充该空穴的各 
种可能过程的总几率.在重原 了中 ，最重耍的过程是空穴从所给 
壳层跃迁到近髙壳层（也就是电子的反跃迁)，从而辐射出 X 射线 
光是子的过程.这种“辐射 ” 跃迁的几率（及其所对应的那部分能 
级宽度)随着原子序的增大而极快地增於（约正比于 &), 但对给 
定的 Z 则随跃迁能级的增高而减小. 

对干较轻原子(和较髙能级)，无辐射跃迁占有重要的甚至优 
势的地位，此时空穴被更髙能贵的电孑所填补，它所释放的能量， 
可以把原子中的另一个内电子拉出去（称为俄歇效应），此过程的 
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结果，使该原子处于具冇两个空穴的态中.这个过程的几率及咒 
所贡献的那部分能级宽度，在一级近似（相对于 1/ Z ) 下与原子序 
无关 ® (参阅例题). 

例 题 

当原子序足舦火时.求 X 射线谱项的敗駄宽度依赖于原子序的极限定 

律. 

解.俄駄跃辻儿芈与下列矩阵元的平方成正比： 

M=\\i^i^V^ L f 2 dV y dV t ， 

•- ^- 

其中的 n 勒 是参与跃:£过程的那两个电子的初末态波函数，而 p 
qp / ru 是它们的相互作用能量.当 Z 足够大时，内电子的波函数可看成类 
氣汶函餃，并可略去其余电 -了对 核场的屏蔽（在原子内部对枳分式 I 至关紧 
要的那个 K 域内， 电离屯 子的波闲数也足类氧 的). 如果把所有的量表成库 
伦承位（常数见 S 3 6 ) 后，再进行计算，则在积分式览内依赖丁 Z 的 
唯一量是 r = 1/Zri2T 因而跃辻几丰以及能级的液驮宽度 △ 凡将 
和成正比.化回到通常革位制（能量的库沦单位是中，可知 
A 万与 Z 无关. 

§75. 多极矩 

经典 31 纶巾， 多粒子系统的电学性质是用它的各种不冋量级 
的多极矩描述的，这些多极矩通过各个粒子的坐标及电荷表达出 
来.量子理论巾，这些量的定义在形式上和经典定义相[扎但是现 
在必须把它们看作算符. 

第一个多极矩是偶极矩，其定义为下列 矢量： 

d = 2 er ， 

式中对所有粒子求和，力简洁计，略去了代表粒子编号数的 下标. 

①举例.布言，互能级的钱歇龙度约为1乜 H ] ii 品能级的取駄宽度可达〜10 
电子伏. 
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这个算符的矩阵,和任一极矢量的矩阵-柞（见§ 30)，只有卞称相 
异的状态之间的跃迂矩阵元才不等于零.所冇的对角矩阵元因而 
都等于芩.换句诂说，任一多粒子系统（例如 * 个原子 ） 的偶极矩 . 
在定态屮的平均值都等千零①. 

对〗 为奇数的所有极矩讲來，以上结论砹然岜是成立的， 
这种多极矩的各个分量是坐标 的〗 次（奇次）多项式.它们和一个 
极欠 M 的分请一样，当坐标反演时，要变一个符号.因而适用同样 
的宇称选择定则. 

系统的四 极矩定 义为下列对称 张量： 

Q ( t = 2 e ( 3a: ( ar t — 5 £ t r 2 ) , ( 75 . 1) 

它的对角项之和等于零， 要计算 四极矩在系统（臂如说原子)某态 
中的值， （75. I )式的算符需要对相应的波函数求平均.这种平均 
最奸分两步进行（参考 S 72). 

我们用代尜对总角动盘给定力/植（但不是对它的分量 
值的备个电子态求平均后所得的四极矩 算符. 

这个平均后的算符，必须能述整个原 f 状态的物理量算 
符表达出来，这样的算符只有“矢量因此么 t 必呈下列形式： 

(又人+上乂 一 *|上心)， (75. 2) 

括号内的表式是这样构成的，使它对称于下标 i 和^并且短缩 P 
等丁零;关 T 系数的含义留在以后说明.式屮的各个7算符，应 
该理解成为我们所熟知的 各个义 矩阵 （§ 27和彡54)，它是由 J/j 


①为避免 W 解起我们菩重指出 ，这 1 U 所指为 是封闭 的多粒 T 系统， 或在球 对 
称外电场中的多粒了系统，举倒來说，如果把原子核宥作是“固定 n 的. 那未上 述论断 
对原了-屮的多乜 f 系统讲来是成 _ v : 的.但对分+中的多电子系统讲来并不成立. 

我们还闼 定1 除了总角动 S 的方向简并以外，不存在其它的附加;.“偶然”）能级.負 
并.否则就会构造出没冇确定宇弥旳定态成逆玫 h 它们的偶极矩对免^阵瓦不 -錢 
于箄. 


}}9 - 



侦不同的各个态构成的 + 算符 h 当然可用它的本征值 JU / + 1) 
来代#. 

由干角动黾 J 的二个分 M 不能卩 ii 时具有定植，对张旮 <?u 的 
各个分覺讲來惜况也是这样，对于分^我们有 




「(J 卜音巧, 


^^7"(2 J - T ) 

在 JW(JH ]) 和 n 的态屮，<?^也具有定偯: 


Q , 


3(? 


，J (2 t 7 — 1 ) 


[M 
■— _ 


| v (/+ d ]. 


(75 - 3) 


劼 对 （当角动量“完全”沿 s 轴方向时)，我们得 - 仍这 
个 q 通常简称为四极矩. 

/ = 0时，所有的角动請矩阵元等子零，闲此 (75, 2) 戌的算符 
也等于霉，这个总符当 J 时也恒等于零.这是因为凡是 


J +的角 动最分量矩阵都等十 （55. 7) 式的泡利矩阵.把它们代 


人(7 5 . 2 )式直接相乘后即能证明这一点. 

上述情况不是偶然的，而是下列普遍规刖的一个特例4_极矩 
张量 a 为偶数）只对系统总角动量 

J^~l ( 75 . 4 ) 

△ 

的态才不等 f 零+ 2 1 极矩张量是一个； 秩不圩 约张景（见 f 场论 >. 
Ml) f 条件 ( 7 5. 4) 來自这祌张量的矩阵元的角动量选铎定则，亦 
即其对角矩阵元不等丁零的条件（卩 107). 我们平已指出，宇称选 
择定则耍求/必须足偶数. 

应该注意的是，电多极矩都是一些“轨道”量； 它们的 箅符中不 
含乜旋 算符.因此，如能略去自陡轨逍怍)札使洱 L 和 S 分别守 
M , 那耒，多成矩矩阵元所服从的选择定则^对 k f 数 i 以及对设 
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子数 /讲 来都足 -# 的. 


例 題 


1. 汴 M 「■能级的不“楨铂结构组分 中 ■〔即 汴 i 和 S 值已 定而 JfA 不 M 
的各种态屮>，求丼叫极炽0符之 间的 芜系， 

欲也给定 ifiis 值的态屮，叫极抝兑 mt : 为纯 粹的牧 道_黾只佔赖] ■ 
\ r r au 闪此仍对用（7孓 2) 式力出， ituv : 把 i 改为 i 〔但扑的 <3常 gn . 
这个 ？ m W (i ) i -1 i ^ V ^ Jt ： 的态求平均即得 （75. 2) 式的 算符： 


<?, 




2 *f {2 J 一 I ) 


2 






2 L (2 L --)) 


L.U + L . L ^ i - LiL + Dd ^ 


O 


芯荽求出系数…巧❼的: T 」 系.为此 我们把 （1) 式左乘丨 R ] 时 4 f 乘人 


f 冲对 i 和 t 求和）， 扑把对 角筇符化成丰征怡:.此时，有 

ms t a ， L )' 

按 ui.w 式 ， tr 

2 J-L = t /^+0+ i ( i +3) -^ C ^+ D - 

利用 下列 公火： 

/N !*■% r *\ r *% 八 

— i "l^/ i, ij } = i ^2ifJl ^ns 

\^)\i 类似 r- 5 29 可 k . 癌积 i 匕成 

乂4£.乂= ( J * L ) 2 - ( J ^ L ). 

冋 Kfr 

结处可从 （ 】 ） 式求出下列关系： 


q =Q 3{J-L) (2J-L-1)-27 (J+1)J ： (J ： +1) 

心 ~"~~(JtI) (2J + 3)L(2/ j - 1) 


( 2 ) 


例如」 S = I /2 时.由上式得出 


J = L +^ tU \ 

乙 

J = L- 去! I.:' 


Qj ^ Q /^ 

m^ 1 


⑶ 


2. -电子（也尙为一丨 M ), 丼轨道角动逢为 f ， 试把这电子的四极垃 m 
电子到屮心的距离的方均值表示 m 米， 
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解.我 fn . 必沏把 y 式 

Qu = ™ [eI r a (3cos 崎一 1)= 一 丨 e\r 2 (3ul 一 i) 

对角动鼋绐定为 i 、 投影览为 m = 丨的态 求平均+其中角因子的平均值可按 
§29例题所得的公式 g . 接求出(_说式中的 I 应改为结果得 

‘ ⑷ 

这个虽的符吁与电 r 电荷的符4柑反，这是必然的：因为角劝量沿2轴 
方而的粒孑主要运?力 T 3 = 0平 [ M 的附近，从 m 有^ 

財干 j = z 二1/2的 m 子，用 （3) 式得 


Q }^ 


2 j ~ 
2)+2 


(5) 


试求旭态原子的 pq 极矩，泫原子满兜 m 外非有 v 个电子仝都处 -丁轨 
逍角动虽为 i 的淖效态中+ 

解.由十满壳层的总四极矩等千零，该原 f 的叫极矩萍符为： 


Q 


ik 


| e 


(2l-T)(2i-\-3) 




mi _|fa + n 心]、 


式屮对所有 v 个外电子求和 「其中 应用了 ㈠ ）式]. 

先 11 U 定也就足该充层半满或没行半满.根据洪德定_(§67)， 
此 j ! jv 个 电孑的 0旋全都甲行（因而 ^- W 2). 这表明原 T 的6旋法函数适 
对弥的，闲此哗标肤函数对这些电子而言是反对弥的.由此可见，所有的电 
子必项具仔不同的 m 值， T 是最大可能的值（以及和它相％的 i 值）等于 


L= (^ Sj ) niRX = m = ^-v(2l — v+l), 

Jtl = I v+ 1 

所求的 = a 时的 a : +征估.因此有 


Qr ^ 


6\e[r z 

(21 二 1) (21 + 3) 


i 

s 

tn^ I —v +1 



ia+ui 

~ I 


把求和式 u 出 g 即得 

^ _ 2l(2l-2v-]-l) t ,— 

gi "(2T^ I)(2Z+3)l e - - 


( 6 ) 


最^ 再用 （2) 甙把 I 变换到仏. 

尚原广的外壳层超过半满时：把电子換成“空穴”加以考虑，就可以化冋 
到以丄_的悼况；结见仍得 （6) 式，但需改变符号（“空穴”的电荷为 =| e |), 此 
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时式中的 V 不阵是电数，心足该壳层中的空位数. 


§76,电场中的原子 

如果 把原子放入外4场中， 它 的能级 会有所 改变；这种现象称 

为斯塔克效应. 

处于均勻外电场中的原子，是轴对称场（梭场加上外场）中 
的一个多电子系统 f 因此严格讲来，原孑的总角动量不再守 IX ;只 
有总角动量 J 沿外场力向的投影才是守恒的 . 值不同的 
态，将具有不 M 的能量，亦即外电场解除了对角动量空间方 A 的阌 
并性.但是，这种解除汴不完全，值只差一个符号的两个态仍 
然简并.实际上，均勻外电场中的原子.对通过对称轴的任一平而 
讲来 f A 有氐射 对称性(这个对称轴就是通过原 f - 核而平行子外场 
方向的轴，我们在以后把它取作 z 轴）.因此，通过这样的相互反 
射而得到的两个态.一定典有相 W 的能 it 可是，对通过某轴的一 
个平面反射以后，相对 F 读轴的角动景就要改变符号（绕此轴的正 
旋转方向变成负旋转方向）， 

我们假定外电场足够弱，它所产生的附加能量远小于该原子 
的能级问距，包栝精细结构的间取 . 此时，我们就可用纟38和339 
中所讲的微扰论去 i 十算外电场中的能级位移.这甩的微扰算符就 

是4子系统处十均勻电场$中的能贽，它等干 

r_.-d*s? (76. i) 

式中的 d 就是该系统的偶极矩.作零级近似下,能级是简并的（对 
总角动 显的方 向而言）；但在丙前怙形 K , 这种简井性并不 m 要，我 
们在应 出微扰论时，可以把它当作非简并能级来处理.这是因为 
之（和仟一 矢量的 3分置一样）的矩阵中只有血，值不变的那些跃 
迁炬阵元才不等子零（见 S 29)，所以位不 M 的态，在微扰论的 
应用中是彼此独立的. 
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一级近似下的能级位移由微扰项的相应对角矩阵元所确定. 
但足偶极矩的所有对角矩阵元垒都等下零 （§75). 所以电场屮的 
能级位移是场哿的二次效应® 

既然是场的二次效应，能级 K 的位移 A 坟必呈下列瑶式 ： 

⑽ n = —如？^ H (76,2〉 

式中的 aW 是二秩对称张量;把场的方向取作 2 轴方向> 即得 

(76.3) 

也就是外场中的原孑极化 张量： 把一般公式 （11. 16) 中的 
参量 A 取作心分量，并令该式中的= 我们得到原子 

在电场中的感生偶极矩的平 均侪： 

dr =9 AEJ 3 ^ it 

把 (7 S .2) 式代人，得 

(76.4) 

极化率必须用微扰论的 - 般规则算出.按照二级近似公式 
(38. 10), 我 C 1 有 

Q _2 yV 巧 ㈣ (5、 (76, 5) 

jn 也 71 五 m 

原 了的极 化率与其状态(未受扰态)特別是与量子数冇关. 
它与尨』的关系可表成-般公式.对各种不同的值而言 ， a A 
的数值可看作下列算符的本 征值： 

^ n O i 3 k -VJJ i -—-d.J 1 ), (76. 6) 

这是依赖于矢量 i 的两秩对称张最的最一般形式(参考 S 75) .按 

①氢原子是一个例外，它的斯塔克效应与场成线性关系（见下节).处于高激发 
态的其它元柰的原子 C 因而适类氢的，见 S63) t 在足够强的电场中与氢原子的情形类 

似. 
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(76. 3) 和 （76. 6), 我们有 


紙一士 -r 2^J I / 2 广- -■/(/ 丄 1 ) 

上式对所有的肫求和后，曲括号内的第二项等于 零，所以 
第一项等于分裂能级的“重心”位移量.此外，按照 （76.7) 式，/ = 

■^的能级并不分裂，与克喇末定现 U 60) -致+ 



如果原子处于非均勾外场屮（此场在原子尺度范围内变化很 
小)，由千原子的四极矩作用，佘产生 - 个与场贵成线性关系的能级 
分裂效应.系统与场之间的叫极矩作用算符，与四极姖能量的鉍典 
表式 G 扬论》，§ 42) 具有相同的形式： 


6 


(76*8) 


式中的4是电场的勢，微商取在原了位 置处. 


例 题 

1. 试 求多谨 能级各组分的斯塔左 分别弓 /的关系. 

解.此题的求解最好改变下微扰次片:；先考虑没冇精细结构的能级 
的斯浴充分乳然耵再引进自旋轨道作用.由 T 原子的自旋不和外4场作 
用，对轨道角动让给定为 i 的能级讲來，丼斯塔克分裂可由 （7 L 2) 式确定 M :1 
是式中的心*应该通过算符表出，如 （？6, G ) 式的通辻算符 i 表出- 
样： 


a ifc = ci [3 f t H - &(Li L * + T^L 广吾〜 L 1 ). 

各处的指标 n 都已略去.人自旋轨适作用疖的原 f 态应该用总角动垃 J 

标志.把算符 I * 对具有某一给定 J 值的各态求平均（: E 不对其分迓 见』 求 

平均），这与575例题1中所作的平均，在形式上完全一样.纪果又 M 到 

(76, 6) 和 （7 G . 7) 式，式屮的心#常数4通过 fi ，&常数农成： 

[2(J-L)-1] 十 1)£(L + 1) 

1 卢 J ( J -^ l ) (2 J -1) ( 2 J 4 - S ) ^ b 
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上式确定了分裂值 芍 /ffj 关系（当然不是与£和 S 的关系 T i 和 J 是未分裂 
谱项的知忐，常数 a 和 b 也和它 n 有关）. 

2. 试求双审能级(自旋在仟意（非弱）电场中的分裂. 

解.如來分裂值不小干双重组分之间的间距，那末电场的微扰与自旋轨 
道作用必浈同时加以考虑，亦 即撖扰 算符为以下两项之和 


A 


V = AS-l,-^B 1 \a+2b 


Li — -*L(L + 1) 


[参考 <72. 4 )和上题].酪去与分裂无关的常数项，这个算符可改写成[见 
(29.11)] 




V 攻去』[厶 —L 一十这 _[ + + 2沒』厂 


2 


对毎个给定的值，2个箅符的本征怊由久期方程的稂所确定，该方 
程由这个算符相別于|&仏>=见士诸态的拒阵元所组成.按 
(27.12) 式我们有 


(料 I ， - 1| 「卜+ +， ’ H . l-A ( X )—6中+ +) 1 ， 

( M ^T\ V \ M+ -b ~T) = Y A J{ l + M+ \){ L - M ^\y 

故能级位移（见 S 39,例题 I )为 


AE= 




+ b$Hb$^+A)M\ 


(n 


式中略去了对双甫能级的各个分裂组分今都相间的项.这个公式(根号前带 
有正负号）适用于所有 — | 的能级，当 | 见卜 in j 时只有一个 

态、此时的能级位移由相应的对角矩阵兑给出，印 


AE=(^A^b$- )( J:+ 务)一晚 （ 人+ +)\ (2) 

式中选取的附加常数与 （1) 式相同.这 个站 果等于根号仿 U 取一种符号的 
⑴式， 
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3 * 试求轴对称电场中能级的四极矩分裂' 

解.在对称于力軸的场内， 我们耔抑与 a ，^/ O^z - 
- 2 ^ 其余的二级导数都等于零，四极矩能蛩算符 （ 7 e . s ) 变成 

1 i + n )- 2J( ^_ 1} 

把算符换成它们的本征值，便樽能级位哆 

仙 〜 du 叩 + 1 )- 3 屺 ]. 

4. 计算丛态氢 原了的 极化率. 

鰣. 甶子 a 态的球对称性，极化张最是一个标貴（仏,=^匕)，按（76.5)， 
我们有 

J E 广 E 、 

电子的偶极矩为1 = ^艮为基态能最.我们定义下列辅助算符； 

八 

m db 

M 

一 i 斤 

式屮的 m 是电子质量， Z ^^{ E ^- E t ) b 0 ^ 


a 


2 ivi ^ 2 


2] 2 V? e ⑽ 00* 


ft 2 


h 


计算此式时，只需知造&作用子 A ( r ) 谀函数耵的结果+ 


根据 （9. 2) 式， 




A 

tn db . 

Tdi ^ 


f tJI 八 

l -^( fIb - bH )^ 

n 


把/^函钕 i 己作 b < Y ) i ^ 汰意到心满足方程艿中 


我们得的敞分方程 

十 \fb 、 = i zf 。、 

用 & — fir ) fosO 代人 （0 足球化标系屮的极； ff 〗， 而 z ㈡ roost ?) T 上式化成 



①这个问题对任哀场而言，见闵题匕 


* 
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(2) 


^ r+ ±r^ f ^r = ir, 

上式之解必须满足0和 r — co 时/心为冇限的条件. 

对于 H 氣原了 」. ^o = ^ exp (- r / rtB ), 是玻尔半径.满 

■V 

足上述条 忡的 （2) 式■之解为按 （1) 式现在可得① 

( t / oOS ^ 沒），■「■=具< C r /) qr ™ 

5. 在 力积为 a 的势阱中，计算个束绅 s 态电子的极化率，已知 
而 / ft , R 为电子结介能」 

解.根据条伴我们在计饵炬阵元时，可 U 略上•阱内区域- 
而在整个空间采用阱外区的下列波 函数： 

(上式的卩卜-化也采用了条件«^«1, ML i 133). 例题 . i 中的 （2) 式现在变哎 

i : 式满足边界条#之胛为/= 一 irV 2^ 用」题⑴式,算出 

cr = me z /4 W - 

§77. 电场中的 霣原子 

氢原子能级不同于其它原子的能级，它在均勾电场屮的分裂 
与场强成正比（线性斯塔克效应).这是由子氢原 T 谱项中存在着 
偶然简井，丨值不同（对一个给定的主量子数 n 而言）的态具有相 
hi 的能景+这些态之间的偶极矩跃迁矩阵元并不等子零，因此即使 
在一级近似下由久期方程得出的能级位移也不为零 ©. 

①这个结果在§77中将用不同的方法导出， 

@ 以下的计筲中，不考虑&原子能级的椟 M 结构.因此所加的电 砀虽煦■^能 
太强(使价 微优论 能够应 mi , 但也不能太弱，使得期塔克分裂能大十拈细 u 构.相反 
的情况见第四卷，5成，例堙. 
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为计算方便计，最好选取这样一组未扰波函数，使得微扰矩阵 
对妨 m 相互简并的态娃对角的 . 我们发现，只要把 M 原子在抛物 
坐标内进行耸子化就能做到这一点.抛物坐耘中的 M 原子定态波 
函数 中… 已由 （37. 15)、 （37. 16) 给出. 

微扰算符①（电埝 S 中的电子能量）为 = — 77)/2; 该电 
场沿正^轴方向，电予所受的力则沿负 s 轴方向.我们只对能量 
不改变（即主最+数 n 不改变）的那些跃迁矩阵元 
感兴趣.容易证明，其屮只有以下的对角矩阵元不等于零（式中已 
作替代： i = np u r } = np 2 )： 

(Pi) A 饵 (P2)(pi~ p2>^Pldp 2 - 

(77.1) 

这个微扰矩阵，对量子数 m 讲來，显然是对负的，由千《相同 R 不 
同的函数的相互正交性（见后），它对景子数叫， h 讲来也是 
对角的. （77. 1) 式中对 dp: 和3外的积分可以分开；积分式的具 
体计算见本书数学附录§ f [ 积分式经过简单计算以后，求 
得 能级的一级近似修正值为② 

(77.2) 

U* 

在普通单位制中，即力 

五⑴=-|~於 （ 况1 — 丨6 I j-< 

分裂能级的两个极端红 L 分相当于 Kn— 1，〜= 0， 以及〜 = 0, 


①本节屮采用原子承位， 

d 这个 A 果迠 i K.SchvairzKhild 和 R Epstein 用旧 ik 了-抡得到 以 

后由 W. Pauli 和 E.Schrodingcr 用 M 子力竽得到 
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化=« — 1. 这两个极端组分间的间距按 <77+ 2) 式等于 

3^(n—1), 

这就是说，斯塔克效应的能级总分裂大致和 w 成正比.能级的分 
裂随着主景子数的增大而增大，这是十分自 然的： 电子离原子核 
愈远，原子的偶极矩就愈大. 

线性效应的存在，表明未扰态中的原子具有偶极矩，其平均值 

等于 


d 2 


3 


2 




(77 - 3) 


这个式子与下列嗔实相一致；由抛物量子数所确定的态中，原的 
电荷 分布封 s = 0 的平面是不对称的（见 S 37}„ 例如〜 时-电 
子主要是在^0的一边，闶此该原子的偶极矩与外场桕反（电子 
带负电). 

上节中已经讲过，一个均勻电场不能把简并性完全解除:它总 
是留下双茁简并,这两个简并态,其角动量沿电场方向的分 罡具有 
不同的符号（目前情况下，这两个态的角动: t 投影 等千士 但 
造从 (77. 2) 式可以看出，氢原子的线性斯塔克效应中，连我们所讲 
的那种简并度也还没冇 达到： 能级位移值和〜一&为给定）与 
饥及〜无关.仵一.级近似中，简并度将得到进一步的解除，特别 
是对 m A 的那些态讲柒线性斯塔克效应根本不存在 ，这个 时候， 
二次效应的计箅是更加需要的. 

应用通常的微扰论公甙计笕二次效应很不方便，因为这个算 
法需要涉及一个复杂形式的无穷级数的求和.我们改用下列稍加 
修改后的方法. 

均匀电场中的氢原子薛定谔方程呈下列形式： 



它和的方椏式一样，可 L ： 乂在拋物坐标中分离变量.把 g 37中 


的 （37. 7) 式代入上式，得到以下两个 方程: 





( 


E 

1 


7 


s 

4 

一 A 

切十 4 


2 


i 2 ) fi ^~0 Ju 


)/ 2 = —氏 / 2 , 


(77. 4) 


上式和 （ 37. 8) 式的差别，在子多出了含有 S 的项.我们把以上两 
式中的能量 e 看作具有某一给定值的一个参量，把札和仏看作 
式左相应算符的本征值；容易证明，这两个算符都是自厄的.从以 
上两式解出的 a 和的是 w 和 s 的函数，然后，根据条件 a+a 
得出 w 和《的关系 . 

作为 （ 77. 4) 式的近似解 t 我们可以把含有 S 的项看作微扰 
项 . 在零级近似 K(S=o) ， 上式有下列熟知的解： 

/. = Jh)，h = W ，加 (77.5) 
其中的 /« im 函数和 （37. 16) 式相同，能量茗已经换成下列 参量： 

=^， (77,6) 


相应的 A 和 A 値为[根据 (37. 12>式，该式中的 n 须以 1/ e 代替] 
^ 0, - ( n , 阶 =( n 2 + (77. 7) 

作为任意 f 〗 轭算符的一套本征函数， € 值给定以后 A 值不同的那 
些 j \ 函数 f 都是彼此正交的;这一事实，我们在以前讨论线性 滅 
的时候早已利用过 a 在 （77.5) 式屮，那些函数已按下列条件归 


-化: 


f f \ di =\, f 

J D J 0 

艮和私 的一级修正悒坫由微扰项的对角矩阵元确定的. 

叱 。; f rpm , a - = 

4 j [j ^ * 0 
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计算记，得出 




+ 6? z ! + 3 w I + 2). 


把上式中的 m 换成 h 并改变符号后，即得拆 u 的表式. 

根据微扰论的一般公式，在二级近似中，我 们有： 

/?⑵ — 迢 2 XT 1 f 

1 

矩阵元中出现的积分在数学附录彡 f 中有所 i 卜算.不等于 
零的矩阵 元只有 


(«i — 1) Oh : \m\)Oi[- {- \m \ —1) 


前式分母中的差値为 




结果算得 


和 2 ’ = 一&(卜 丨十恥 + 1) 

[^ m 3 +17(2 lTnt^i f 2 n?^!-lml 〖-2 k ,) 丄 18:- 

上式中的叫改为 w 后，可得的表式.把所得的这些表式一起 
代人关系式氏+馬 = i 中，即得下列 方程： 

战一具+ 51 ㈤ 一 k 2 ) £ —9/ n 2 1 19〕 

lot 3 

+ 各适 4 ■(邦】一坟3) = 1. 

J e z 

用逐步近似法求解上式，可得能量的二级近 似式， 结果 
如下： 
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^一^■十音如 - n 2 ) 

_ ® ^ j - 17 ^„ 3 ( ni -) a 2 ) 2 ~9 m ^ 19]， (77. 8) 

16 

式右第二项就是熟知的线性斯塔克效应，第项就是所求的，次 
效应® 笫二项 永远足负的 ，也就 是说，二次效应总娃兜谱项卜 n 
(77. S ) 式对 S 微商后，可得偶极矩的平均沾；对叫的那些态 
讲来，它等于 

『 =^{17 t ?. 2 --9^-'- 19)1 (77. 9 ) 

8 


因此基态氢原子0 = 1 ， m = 0) 的极化率为 9/ 2( 也可参见§ 76, 例 
题 4). 


氢原子谱项的能量绝对 m . 随荇主请子数《的增大而很快地下 
降，可是斯浒克分裂却随之增大+ H 此，当外电场足够强的时候， 


赵激发能级的斯塔克分裂可以和该能级本身的能量阬龙不多大 
小，以致微扰险无法 应用氰 研究这个问题足很冇趣的.为此吖以 
利用这咋的事实^值很大的态都是准经典的. 

作 k 列# 换： 

fi = ^ J ^ T , h : W 、/ l \ (77-10) 

可以把 〔77. 4) 忒化成以下 形式： 



(77.11) 


® G . Wentzel , I , Waller , P . Epstein 1926. 

® 汝扰论 mT 髙能级的耍求，足微扰项小干该能级本身的能量值（电 _ T 的结合 
能>,而不是小 T 能级之问的间距.闪为扑外经丹怙彤_卜「它价好和在激发态相 对应乂 
只要外场所给的力小于未扰系统中作川于拉子上的力，就可以货作小的微扰；这个条 
件和上述条件等价. 
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毎一个这样的方程，在形式上等问 f - 个-维 的薛定谔 方程， 粒子 
的总能量相当于 I ,而势能分別相当于下列函数： 


U, (i) 


c /办） 一 



(77, 12) 


图23和26分別衷明这两个函数的人致形状 （ m > l ). 根据 
玻尔-索末弗量子化规则2)，我 们有： 



式中的 〜和〜都是 整数① . 这两个式子隐含地确定了参量沒 
和 e 的关系.再加上关系式艮 rA = i ， 就能给出电场中位移能级 
的能量值 .（77. 13) 式中的积分可以化成一些椭圆积分；这些方程 
式只能用数值方泫求解. 

强乜场中的斯塔克效应由于另一现象而复杂化，这就是原子 
在外电场中的电离现象®.电子在外场中的势能②;3，^ ^^-03 


® 详细的阢究表明，把 R 和中的 I 改成可得觅粘赉的结呆1这 
样一來，整数心和心就等于抛物垃 芕数. 

® C* Lanczos 1931* 
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时，可取任意人的负值.该电子在原子内的势能加上以后，结 
果使屯子的运动区域增大(该4子的总能量五是负的），除了股子 
的内部冗域以外，违包括沿阳极方向的远离原子核的迗域.这两个 
区域被一个 势垒顶 隔开，势垒的宽度随着甚的增大而递减.然而 
在设子力学中，粒子穿透势垒的几串并不等于零.在月前情形下， 
电-了-穿过势垒从原子内部逸出的现象，就是该原子的电离过程.弱 
屯场屮的这种 电离儿 率小得几乎等于岑.但是这个几率将陆 S 的 
增大 frii 指数戊地增大，在足够强的电场中就不可忽视® 


例 题 

I 1. 试求黾谅子 （基 态)在故<】（常用咻位制中为 ffij 电场 
屮 (: 毎单位时问）的乜离 A 率气 

解.在抛物坐杞中“沿?7坐标—个势垒（图 26); 电-了沿 2 —— oc 
方向从原子中被“拉出'扣当子它进入丫 V 攸很大的区域1为了求出电离几 
屯必须研究 "7 值很大时（以及^似很小时） 波函放 的形式（下面将 汜到. 在求 
逸出电子总儿串泷量的 m 分式 Bt , 小的纟值是茁耍的） H 基态电子的政函数 
c 无外场时）为 



-士“ ”> 


h /' 


o > 


当有外抒 VYn 时， 在我 们感兴趣的 1 K 域内爹和 S 的戈系可以看作相 0) 式相 


①这一瑰象捉供 r - 个闽证，说明小的强扰为 ft 么々可葩改戋能谱的性质 ， EP 
使是一个諶的电场 L 也足以产生一个匁堊和一个远离原-了•核的电子经典运动区 .严 
格讲來，其结果是使电子的运动成为无限运动.从而使能谱 m 分立变成连续.抖逛，用 
微忧论方法求#的形式解仍有它的物理意义：这样给出的能级达思于这样的一些态， 
这呰态虽然不完全是定态，诅“差不多”都是定志，处干这样的一个态中的原子，将在 
mfc 时间内维持在这个态中. 

可是，用微扰论]+算能级的斯塔克分裂时，所衍的级数并不是严格收敛的、它只是 
一个渐近 级数： 从该級数 的茏 一项 - r •始（微扰愈小，此项出现得忿晚 h 其后的项不是 
减小咖及增大. 

© 本幽采用原子单讧， 
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同， 至于它和 7 的关系由下列方程确定. 


9 ^X 


+ [" T + "^ T + d ^ + 】如> =0 


( 2 ) 


即；=—|: 1/1 = 0,卢 2 口|的 （77, II )笫二式，其中 令心为 7 

的某个值（在势垒内 >，满足 1« W «1/ A 当 Q >7/。 时，波函数是准绍典的. 
另一方凹，由于（2)式争一维薛定 g 方程的形式，我们可以应用 （5 G .2) 式.作 
为边界条伴，0在7 =〜处应该变成（】）式的波函数，我们就得到势垒之外的 
下列表式： 


exp (― i j ” pdr } 

其中 

丄 

_)=[ —++ 忐 ' 

我们只对平方 UI 2 感兴槌，囡此指数幕的虛部并不重耍. 
pin ) = o 的枨，我们有 

I _/l £_ 1 Pd Or ” 1 } ^ ^ 1 


令 h 为方程 




厂 C Vl 

exp ™ 2 | \p\d/}- 

— ■■- nt 


(3) 


时，我们在上式指数前的系数中令 

|沪0!甚 7_ i . 
指数裤中必须保留 pew . 域式.的下-项： 

u 11= wi^r - f e « C 

丼中积分后 （77 ⑶与1相比可略去）可得 


^ dq 
7 ?V I ~$rj 






-m 


LA| ―瓦 VW^T 

通过垂 n 于 s 轴的一个平而的总儿率流量（叩欲宋的电离几率⑷为 


(4) 




o 为该平面内的圆柱半径.对子大的？?（以及小的心我们可令 


dp — d\/ 


iv^T 


di . 


并把 下列屯 子速度代入, 
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我们有 



故最后符 


U 7= \ | / | 2 JT \/迢7? — 1 
w -0 l /^) e - 2 ^ + 


fti 常用黾位制时 ， 则得 




⑸ 


2-求短椏力势肿中的一个束纯 s 态电子被电场拉; H 的; L 韦.假定电％ 
很弱，满足其中 r = 忍为 阱中电子的结合能 ， m 

为电子质最® 

解- 和例题1 …柞， 对于弱电场， m 耍的是远距离 （^ r » i ) 的情况，阱 
中电子的 束绰态 波函数（无电场签）汴忮处凡有渐近式 


式中 a 是 ■-■个与势阱形伙有戈的无贵坰常数' m 阳物屯 标吋， 


r = -^- v ^ H ~ T ?) t 


在 7 ?» 4 区内波雨数凡冇下列形式: 


h ^ M ^ Z e xp 「—4^ G + 7) 1， (6> 

77 L 2 J 

下而求解时质麼、长度和吋问的诹位分别収邱 1/ V 和 m fii ^, 

( fi ) 式是 S 函数和 D 函数的乘积.当有电场存在时，切和 戈 系可以 
取作与（幻式相同（参见洌题 l ) h 为了求出功和 T 7 的关系，我们采用抛物來 
标巾的薛定谔方程.与库伦场情形不一朴，势阱之场衰拔很快，因此对本题 
至为帘耍的远距离处此场可以忽略.丁是薛定巧方程分离变艮夼又得 d 

11) 式，在该式屮现在必须令忍^一■^和 EL 其分离参£现在满足条件 


① I Yu- N. Demkov, G, F. Drukarev l^6i) 

③例如 ， 当势阱肀迳 a 很小，以致满足 £ 3 «< 1 时，则冇见 
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参量 A 应取 f [陡得当鉍很小时#〜能够大致满足 (77. 11) 式的第一 
个方程; h 从而札=一+，垆是7的函数，满足下列 方程： 

~ T ~ lv + ^ + ^ $Tf ) x = 0 - ^=0 VV - 

和 (2) 式一祎解此方稈， （3) 式改成 

( 7 P = MlLPoi e - f expf- 2 p L \p\dyj-t}A 

其中 

1 

，⑻ -斋 + 忐 ++ 叫 ' 

其次，（4〉式改成 

I 卟(-卜沿 

最 m ， （ 5 )式改成 

w ^ jiA 2 $ esp (― 2/3 g )， 

用常帀的位制时， f > ^ 

3. 求势帅中％…个电子受均勻可变电场忍作用店脱出阱外 

的； I 率（求出 指数又 精度即可），假定电场的 短率和 振幅满足下列条件： 

?(£ij<?C j^J, I e ] J /m* 

共中 K ^ V 2 m \ E \ fn , 1 別为阱屮电子的钻合能 ( I . V \ Keldysh 1954)<». 

解.按所氹条件，脱出几率 w 迠一个指数式小鼉.为了仅仅算出它的指 
数赛(不耍求算出指数因子前的系数\只窩考虑沿外场方向 U 轴方向）的一 
维运 动就足够了. 

为方便计，电场设好用一个矢势(不是标势）^ m 

<D 


①这可作为一个例芒，说明带单位负电荷的一个离子被强光所电离的情况1这 
甩的势 阱迈由 4 T 和屮性原子次相互作用而产生的> ^^ h ^\ E \ 保证了电 进波的 
场珂怍经典处理. 
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写.则阱外区的电子哈密顿最为 [ E ( m .3) 式] 

1 ^ + ,\ E 
a — -~—I — I - ~— —sLiic^ii , 

2m V 9z <o J 1 


式中不含 a 采用下列无量纲的变 量和参 i : 

nw • 2m«> Soj 


r 


2 tn 






五 r 


F 


jelmg , 
fiV 3 1 


可把薛定谔方程写成下列 形式: 

I . 9 W 

x 


( 


☆ + f si nWV ， 


4 3 t 

其边界条件为， 解 屮 <1 T ) 当？7—0时应该等于未受扰的阱内电子茈函餃 
(具有 能量瓦 =_| 五 I 〕： 


??— 0 时， 少 — e iT - ( T ) 

由十 卩，1 题是准羟典的，我们令具冇指数戎精度的解沪呈沪 = exp ( f 5)® 
式， S ( 7 J , T ) 是经典作用盘.由于哈密顿量与坐标 D 无关，沿经典轨道的广义 
动量仏=》是守恒最.故 

— | I /( p , r f ) dr r -h 7 fp + A , i /( p ， t ) = 4( ， + 备 sin Dr ) ，⑻ 

式中』 和 q 是常数.根据作为坐标函数的作用拴的含义（见 < 力学 A 543)， 
p 必须取轨适在 r 时刻位丁 - T 7 A 的值，亦卯把 P 作为 I ?和 t 的函数由运动方 
程5忍/^^常数 确定： 


V 



(9) 


式屮的常数选锊使时 ( S ) 式和 ( S ) 式给出了作用显，它是々和 
4这两个常数的函数.为了获得满足 （7) 式条卟的解（与求山呛密帧-豳町俾 
力程的 通解一 样；见<力嗲》，丨47附注 -： ■，我们必须把 A 看作是 r 。 的函数 ，而 
r 。 作为坐标和时间的函数，山 Y 式定 义： 


3Ur 产 0, U0) 

显然打故当：7=0 和^=4时 ，我们有占 亦即这 这和 
条件 （7) 完全 一致.此时 （10) 式变成 

"(扒“）+ 】叫 nn 

(9> 式和 （11) 式一起确定了 r D ( v , t ) 和： p (? J , T ) 函钕，从而[把它 n 代入 
珩]确定 ■/ 泣函数妒 （ IT 夂 

所求几率 w 与沿^軸的流密度成 / ji 经典通内，它 "V f ^1 ? - 
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经 典通区 开始点的坐标值，等干 : EmS 不再增妆时的点 + 在该点处 
(51111^^77).-0, 由于观 3 d 得 Imp ， 再根据 （9) 式和（]1)式我 
们可扔 Rej ^ O . 根据这…条件 ， 我们可以求出 r 。！^ 把 P = 0 代入（11〕式 
后，机 

^ sin a fir f .= - l t 


■ M 而有 




“时问为虚数这一点说明了这个过程是經典不可能的. 


玷 〜 exp | ^2Im 


4 F Z 

IT 1 


sin^I^x dr r 4 - r 0 


式中的 r 可取任意实 数值； 积分的虚部不受影响.上式积出苊，得 

w 〜exp j -^-if(y)j t /( ， 卜击 ) Sin h，< 12 > 

/ Cl ，） 函数的极限式为 


f(y) ^|-ri <v« l ) 


=^lo^ 2 y —-5-, (y»l) 

Ck 

V —0 肘 w 的极 限值, 相当于粒子被愔定场拉出阱外的儿肀， 

(12) 式 R 当指数葙很大时才能应出.为此，住任何惜况 下必颔 具行？^ 
«!丑| ■的 条件. 
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